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Palavras do autor

Ola, aluno, bem-vindo.

Nesta unidade curricular, vocé sera apresentado aos principais topicos
de calculo numeérico, tais como: os conceitos de erros, raizes, interpolacdo e
integracao.

O seu material € composto pelo livro didatico, que apresenta os principais
temas que deverdo ser estudados. Além desse, vocé também pode contar com
a orientacao das atividades apresentadas nas webaulas e, ainda, 0s momentos de
orientacao, mediacao, explicacao e interacao que ocorrem no decorrer das aulas.
Participe ativamente das atividades. A estrutura de seu livro didatico contempla
quatro(quatro) unidades de ensino. Sao elas:

e Erros: apresenta conversao de numeros inteiros e fracionarios decimais para
binarios, aritmética de ponto flutuante e analise de erros.

e Raizes: meétodo da bissecdo, falsa posicao, interativo linear e Newton-
Raphson.

e Interpolagdo: interpolacdo polinomial, forma de Lagrange, Newton e estudo
de erro na interpolacao

e Integracao: formulas de Newton-Cotes, regra dos trapézios, regra de
Simpson, estudo dos erros na integracdo numerica.

Prezado estudante, mantenha uma rotina de estudos que possibilite dedicacao
a0s processos de leitura, participacao e realizacao das atividades propostas. 1sso
tem extrema importancia para que vocé obtenha sucesso tanto em construcao e
desenvolvimento de aprendizagem, quanto em sua aplicagao. Desde ja desejo a
vOCé bons estudos.
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Secao ll

Conversao de numeros inteiros e fracionarios
decimais para binarios

Dialogo aberto

Para que converter numeros decimais em binarios e vice-versa?

Veja a importancia de compreender os fundamentos do estudo de conversao
de numeros binarios que iniciara nesta secdo. Aproveite a oportunidade e faca
bons estudos.

@ Dica

Vocé pode encontrar mais sobre o estudo de conversao de numeros
inteiros e fracionarios para binarios no link: <http://www?2.sorocaba.
unesp.br/professor/luiza/ CNC/apostila.pdf>. Acesso em: 9 jul. 2015.

-
El Lembre-se

Vocé sabia que nem todas as propriedades basicas da aritmeética valem
quando executadas no computador? Na matematica, 0s numeros sao
representados por infinitos algarismos, ja no computador isso nao

ocorre, pois a memoria € finita. Temos como exemplo T e V3.

Vamos voltar a situacao hipotética apresentada no convite ao estudo? Uma das
situacdes-problema apresentadas pelos técnicos a Carlos foi a sequinte:

Uma maquina foi adquirida para executar o acionamento das lampadas do
laboratorio de engenharia, posicionadas em acordo com a disposi¢ao binaria.
Assim, os técnicos foram instruidos a aciona-las inserindo na maquina um
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algarismo decimal, que serd convertido por ela em um codigo binario, fazendo
assim o correspondente acionamento. Os técnicos ainda tinham duvidas sobre
qual numero deveriam inserir para acionar determinada l@mpada e solicitaram a
ajuda de Carlos. Considerando a disposicao fixa das lampadas, conforme figura
abaixo, qual codigo decimal Carlos (vocé) tera que inserir para que apenas a
ldmpada "4" acenda? Considere a l@ampada "0" representando o algarismo menos
significativo do numero binario, a l@ampada "1", o sequndo menos significativo, e
assim sucessivamente.

O que eu preciso para ser capaz de resolver a situacao-problema?

Vocé deve saber realizar a mudanca de base de binario para decimal.

Se calcularmos a area de uma circunferéncia de raio 100 m, obteremos os
resultados:

[) A= 31400 m?

) A= 31416 m?

1) A= 31415,92654 m?

Como podemos justificar os diferentes resultados?

O erro ocorrido no problema acima depende de como a maquina utilizada
representa os numeros, assim como da quantidade de algarismos utilizados.

A drea da circunferéncia é calculada por A=7.r?. Assim, dependendo do
valor utilizado para aproximar 7z, podemos ter valores diferentes para
a area.
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O numero 7 foi representado de formas diferentes, percebemos assim que
isso levou a resultados de areas diferentes. Desse modo, o erro depende da
aproximagao escolhida para o nimero que possui uma representacao infinita.
Pelo fato de 7 ser um numero irracional, a area da circunferéncia ndo sera exata
guando calculada em uma maquina.

&

Para que o computador execute as funcdes esperadas, € necessario que as
instrucdes estejam organizadas de forma sistematica de acordo com a estrutura do
sistema computacional. Isso significa que as instrucdes passadas ao computador
o orientam a realizar algum tipo de operacao sobre os valores que podem ser
numericos, alfabéticos ou logicos.

?

Sistema de Numeracédo

Um sistema de numeracdo € uma forma logica adotada para representar
simbolicamente quantidades numeéricas. De forma geral, um numero pode ser

Assimile

Vocé sabia que um numero pode ser representado de forma finita
em uma base e de forma ndo finita em outras bases? Na Antiguidade,
foram utilizadas outras bases, como a base 12 e a base 60. Ja o
computador opera com a base binaria, que utiliza apenas 2 digitos, ou
com a hexadecimal, que utiliza 16 digitos.

Reflita

Como ocorre a analise dos dados informados pelo usuario no
computador?

O usuario envia os dados na base 10 para o computador que converte
essas informacdes para o sistema binario, assim como suas operacoes.
Depois, esses numeros sao convertidos novamente para o sistema
decimal e transmitidos aos usuarios.

Desse modo, toda linguagem de programacao usada para escrever um
programa computacional precisara ser convertida num outro programa
equivalente a linguagem da maquina.
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escrito numa base qualquer ‘b" como exemplificado a seguir: a_ b"+ a
U+ +a b'+a, b°

ot
;

(n-1;

Sendo:

* a= algarismo

» (n+1)= posicdo que o algarismo ocupa, n= 0,1,2,.....;
* b=base do sistema de notacao

Utilizando essa representagcao, pode-se realizar a conversdao de qualquer
numero para o sistema decimal.

Sistema de numeragdo decimal

Nesse sistema, usamos dez digitos O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, sendo 9 o maior
deles. Em um sistema numerico com base b, existem b digitos, e o maior é b-1.

Sistema de numeracgao binario

Neste sistema, existem 2 digitos apenas: o zero (0), que se convencionou
como ‘desligado” e o um (1) que se convencionou como ‘ligado”. Cada digito
representado nesse sistema € denominado bit (contracdo de Binary digiT).

Conversdo do sistema bindrio para decimal

Ao escrever 0 numero na base 2 (sistema binario), os digitos representam os
coeficientes de poténcias de 2. A representacao do numero (aj a, a,a,a,),na base
10, denotada por b, € obtida através do processo:

b_a
b, a +2b
="t j

1

b, a,+2b,
b,_a,+2b,

0

Por exemplo, o numero decimal 11 € escrito em representagdo binaria
como 1011, pois para (1011),, a sequéncia obtida sera:

b,=a,=1

3 3
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b,=a,+2b,=0+2X1=2
b=a+2b,=1+2X2=5
by=a,+2b,=1+2x5=11

Esse exemplo mostra que 1011, € o mesmo que 11,

Agora observe como funciona O processo inverso, ou seja, Como
encontrar o equivalente binario de 11,

11:2=5resto=1
5:2=2resto=1
2:2=1resto=0
1.2=0 resto=1

O numero binario € composto pelos restos das divisdes, sendo que O
primeiro digito binario € o ultimo resto encontrado e o ultimo digito
binario € o primeiro resto da divisdo, conforme indica o sentido da seta
maior a direita. Logo 11, = 1011,

Conversado de numeros binarios fracionarios em decimais

A conversao de binario para decimal € realizada da seguinte forma:

1 1 0 , 1 1 0 0 1
J J J J J J
22 2! 20 21 22 27 24 25
1X4 1x2 0X1 1X0,5 1X0,25 0X0,125 0X0,0625 1X0,03125
4 + 2+ 0+ 05 + 0,25 + 0 + 0 + 0,03125

Logo: 110,11001, = 6,78125

Devemos multiplicar cada algarismo do numero na base 2, apos o ponto, por
poténcias decrescentes de 2, da esquerda para a direita, e somar as parcelas.
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0110, =1x 21 +1x224+0x23%=—+ + 0 =075

N | =
N

Conversdao de numeros decimais fracionarios em binarios

Volte ao exemplo anterior e veja que 110,11001, = 6,78125 . Agora observe
como funciona o processo iNverso, ou seja, Como encontrar o equivalente binario
de 6,78125,,. Para isso, sera necessario decompor o numero na parte inteira e
fracionaria: 6 + 0,78125. Ja foi mostrado como encontrar o binario de um ndmero
decimal inteiro, por meio de divisdes sucessivas por 2, considerando o resto como
numero binario. A parte fracionaria do numero decimal sera transformada em binario
pela multiplicacao sucessiva por 2. Quando o resultado dessa multiplicacao fornecer
na parte inteira do numero “0" ou "1", eles sao colocados a direita da fragcao binaria.
Quando for 1", esse numero ¢é subtraido do numero decimal fracionario para que
seja novamente multiplicado por 2. Esse processo se repete até finalizar com zero.

6+ 0,78125

Conversdo da parte inteira do numero decimal:
6:2=3resto=0

372=1resto=1

1:2=0resto=1

Logo 6,, = 110..

Conversdo da parte fracionaria do numero decimal:

0,78125 X 2 = 1,5625— "1" a direita na parte fracionaria do binario

Aa unidade usada.

0,5625 X 2 = 1,125—> "1" 3 direita na parte fracionaria do binario

0,125 X 2 = 0,25 — "0" a direita na parte fracionaria do binario

Mantém o numero.

0,25 %X 2 =0,5— "0" a direita na parte fracionaria do binario

Erros



Mantém o numero.

0,5X%X 2 =10-—>"1"a direita na parte fracionaria do binario

Subtrai a unidade usada.

A

0,0—> Fim do processo. Nesse ponto, ndo é usado mais digito algum.

Seqguindo a ordem das multiplicacdes sucessivas, deve-se usar o primeiro digito
como primeiro digito fracionario binario, conforme indica a seta mais a direita.
Logo, 0,78125,; = 0,11001,, sendo o numero final a soma das parcelas inteiras e
fracionarias.

6.0, + 0,78125, = 110, + 0,11001,
678125, = 110,11001,

Assim, deve-se multiplicar a parcela decimal por 2. Continue multiplicando a
parte decimal do resultado obtido por 2. O numero na base 2 sera entdo obtido
tomando-se a parte inteira do resultado de cada multiplicagéao.

Assim, 0,75 x 2 = 1,50
0,50 x 2 = 1,00
0,00 x 2 = 0,00
Logo: (0,75),, = (0,11),.

Podemos ver essa situacao no exemplo a sequir. Para passar o numero 3,8 da
base 10 para a base 2 devemos transformar a parte inteira 3, = 11,; e a parte decimal.

08x2=16
Obx2=12
02x2=04
04x2=08
08x2-=..

Logo: (3,8), = (1111001100 . . ),. Portanto, o numero (3,8),, nao tera
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representacao binaria finita.

Alguns numeros nao terdo representacao finita no sistema binario, acarretando
assim erros nos calculos realizados nesse sistema. O computador ira registrar uma
aproximagao porgue opera no sistema binario.

As operacbes com o numero (3,8),, serdo realizadas por aproximagao.

Na proxima secao, estudaremos melhor o porqué de alguns resultados
imprecisos nas operacoes.

Conversdo de numero hexadecimal para decimal

Outro sistema numeérico importante para o estudo computacional € o
hexadecimal, ou seja, base de 16 algarismos. Os algarismos que compdem esse
sistema sdo todos os numeros da base decimal, acrescidos por letras até completar
0s 16 algarismos necessarios. Logo, sdo usados: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, A B, C, D,
E, F, considerando que os correspondentes das letras em decimal sao A = 10; B =
11, C =12, D =13, E =14, F = 15.

Digito de 256 (16?)
Digito de 16 (16
’_’ Digitode 1 (169
AO7 = AX (16%) + 0 x (16Y) + 7 x (16°) =10 X 256 + 0 X 16 + 7 x 1 = 2567
AQ7,, = 2567,

Converséo de numero decimal para hexadecimal.
2567, para base 16

2567 :16 = 160 resto =7

160 :16 = 10 resto = 0

10:16 =0 resto =10 ou A

Logo 2567,, = AQ7,.
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Existem muitas calculadoras que fazem a conversao entre bases
numericas. Neste link, ha um app. para o sistema Android que realiza
essa fungdo. Disponivel em: <http://www.androidz.com.br/forum/
topic/984-app-conversor-de-base-numerica/>. Acesso em: 22 jun. 2015.

Dado o numero 110111 que estad na base 10, escreva-o na base 2.

Apos o estudo de conversdao de numeros inteiros e fracionarios decimais para
binarios, vamos resolver a primeira situacdo-problema apresentada a Carlos?

Uma maquina foi adquirida para executar o acionamento das lampadas
do laboratorio de engenharia, as quais foram posicionadas em acordo com a
disposicao binaria. Assim, os técnicos foram instruidos a aciona-las inserindo na
maqguina um algarismo decimal, que sera convertido pela maquina em um codigo
binario, fazendo assim o correspondente acionamento. Os técnicos ainda tinham
duvidas sobre qual numero deveriam inserir para acionar determinada l@mpada
e solicitaram a ajuda de Carlos. Considerando a disposicdo fixa das lampadas,
conforme figura a sequir, qual codigo decimal Carlos (vocé) tera que inserir para
gue apenas a lampada 4 acenda? Considere a lampada "0" representando o
algarismo menos significativo do numero binario, a lampada "1", 0 segundo menos
significativo, e assim sucessivamente.

Solugdo
Carlos devera inserir o numero decimal 16, pois 16, = 10000,

Sendo a lampada 4 o algarismo mais significativo, temos o numero binario
10000.
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Convertendo esse numero para decimal: 1 X 2 + 0 Xx 2°+0x 224+ 0x 2+ 0
x 2% =16.

Assim, Carlos devera inserir na maquina o decimal 16.

10 000= 24X 1+ 2°Xx 0+ 22X 0 + 2'x 0 + 2°x 0 = 16, fazendo o processo
inverso de decimal para binario.

16:2= 8 resto =0
8:2= 4 resto= 0
4:2=2 resto=0
2:2=1resto=0
1.2=0 resto=1
Logo 16,,= 10000,

Nem todos 0os numeros reais tém representacdo no sistema binario,
sendo necessario arredondar ou truncar para © nuMmero mais proximo
da maquina.

Alguns numeros ndo terdo representacao finita no sistema binario,
acarretando assim erros nos calculos realizados nos sistemas binarios.
O computador ird registrar uma aproximagao porque opera no sistema
binadrio. Veja mais em: <http://www?2.sorocaba.unesp.br/professor/
luiza/CNC/apostila.pdf>. Acesso em: 13 jul. 2015.

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situagdes que podem ser encontradas no ambiente de trabalho. Realize as atividades e
depois as compare com as de seus colegas.
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Conversao de numeros

1. Competéncia
fundamentos de area

de

Conhecer o célculo numeérico

relacionados

2. Objetivos de | Fornecer condi¢des para conhecer e realizar calculos de
aprendizagem conversio de numeros decimais em binarios.
3. Conteudos

Conversdo de numero decimal para binario.

4. Descricdo da SP

Se o sistema decimal é utilizado pelos seres humanos,
o sistema binario constitui a base para a representagao
da informacdo nos computadores. Nesse contexto, um
equipamento dispde de dois displays; o primeiro que mostra
numeros em formato decimal, o segundo em binario,
havendo uma correspondéncia entre as representacdes. Se
o display decimal mostra o numero 250, o binario mostrara:
a) 11111010
b) 11111110
c) 11110101
d) 10101111
e) 10111110

5. Resolucéo da SP

Resposta correta: A. Para encontrar o nimero na forma binaria,
€ so dividir o numero 250 por 2 até encontrar O no quociente.

250 :2 =125 resto =0

\

125:2=62 resto =1

\

622 =3lresto =0

\

3

iy

2 =15resto=1

15:2="7resto=1

“—
7:2=3resto=1

“—
3:2=1resto=1
1:2=0resto=1

1. Assinale a alternativa que apresenta a conversdao correta de decimal

para binario do numero 215, .

a) 101001001,
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b) 10011100,
c) 111011001,
d) 1000101,
e) 11010111,

2. Avalie como verdadeiras (V) ou falsas (F) as afirmativas seguintes.

) Sistema decimal € um sistema numerico com base 10 que contém os
algarismos 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9. E o sistema menos utilizado.

I} Sistema binario € um sistema numeérico com base 2 que contém os
algarismos 0, 1. E o sistema utilizado pelos computadores.

[lI) Um sistema numérico importante para o estudo computacional é o
hexadecimal, ou seja, de base 16. Isso porque também ¢é de poténcia de 2
(assim como o octal que é de base 8).

IV) O fato de um numero ter representacao decimal finita ndo implica uma
representacado binaria também infinita.

V) Ao converter o humero decimal 0,7812510 em binario, encontramos
que: 0,78125,, = 0,11001..

Agora assinale a alternativa que contém a sequéncia correta de valores
logicos V e F das afirmativas anteriores.

aFV,V,V, V.
b) V.F, V,V, V.
cV.FEFV VW
dV,FFFVW
e)F,F.V,V, F.

3. Sobre mudanca de base, podemos afirmar que:

a) A maioria dos computadores trabalha na base 5, em que € um numero
inteiro < 2.

b) Um mesmo numero nao pode ser representado em mais de uma base.

c) Para converter um numero decimal para um numero binario, devemos
aplicar um meétodo para a parte inteira (divisbes sucessivas) e um méetodo
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para a parte fracionaria, se houver (multiplicacao sucessivas).
d) O numero 1101 da base 2, quando representado na base 10, € igual a 11.

e) O numero 13 que estd na base 10 pode ser representado na base 2
como 1101.

4. Dado o numero 0,110 que esta na base 2, a sua representacao na base
10 é:

a) 75.

b) 0,75.
c) 0,075.
d) 0,16.
e) 16.

5. Dado o numero 0,1875 que esta na base 10, a sua representacdao na
base 2 é:

a) 0,1101.
b) 0,0111.
c) 0,0001.
d) 0,0011.
e) 0,1000.

6. Foram apresentados os seguintes resultados para a area de uma
circunferéncia de raio 100cm: a) 31400 cm?; b) 31416 cm?; ¢) 31415,92654
cm?. Como justificar as diferencas entre os resultados? E possivel obter
exatamente essa area?

7. Faca a conversdo dos seguintes numeros binarios em decimais:
1100011, 101101,, 1101110,
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Secao 1.2

Aritmética de ponto flutuante

Na secao anterior, vimos que ha um metodo padrao para gerar um numero
numa base ‘b" qualquer, mas concentramos Nnossos estudos nos numeros dos
sistemas decimal e binario.

Nesta secdo, vocé ira aprender sobre aritmética de ponto flutuante. Iremos
estudar sobre a representacdo dos numeros num sistema computacional e como
esta é limitada pela capacidade da maquina, motivo da utilizacdo do truncamento
ou arredondamento dos dados.

Veja o livro de calculo numeérico em portugués disponibilizado em
<http://www.decom.ufop.br/bcc760/material_de_apoio/livros/livro_
port.pdf>. Acesso em: 13 jul. 2015.

Alguns desastres que ocorreram sao atribuidos a uma equivocada
computagcao numeérica, como o fracasso do missil Patriot, em Dharan,
Arabia Saudita, em 25 de fevereiro de 1991. Esse incidente, que
resultou em 28 mortes, foi atribuido a ma manipulacdo de erros de
arredondamento. Outro caso foi a explosao do foguete Ariane 5, logo
apos a decolagem em sua viagem inaugural a partir da Guiana Francesa,
em 4 de junho de 1996. Esse desastre acabou por ser a consequéncia
de um estouro de memoria (overflow). Os textos completos sobre
0s casos podem ser lidos em <http://www.ima.umn.edu/~arnold/
disasters>. Acesso em: 13 jul. 2015.
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Vamos voltar a situagao hipotetica apresentada no Convite ao Estudo? Uma das
situacdes-problema apresentadas pelos técnicos a Carlos foi a seguinte:

A nova maquina adquirida possui um sistema de representacado de numeros
definido por base decimal, 4 digitos na mantissa (parte decimal do numero) e
expoentes no intervalo [5,-5]. Os técnicos precisam saber quais &0 © menor e o
maior numeros, em maodulo, representados nesta maqguina. Como eles podem
resolver esse problema?

@ Reflita

O que eu preciso para ser capaz de resolver a situacdo-problema?

Conhecer e aplicar conhecimentos sobre aritmética de ponto flutuante.

Nao pode faltar

Sistemas de numeros no computador

A quantidade de numeros reais existentes e infinita, e entre qualquer faixa
de numeros temos outros infinitos numeros — podemos representar numMeros
infinitamente pequenos. Os computadores, por sua vez, sao limitados, ou seja,
sO podem representar numeros de tamanho finito, elementos finitos, células e
registradores de tamanho finito. O fato de os computadores so representarem
numeros de tamanho finito acarreta um problema de precisdo, e podem ocorrer
erros tanto para indicar numeros, quanto para obter o resultado de operacdes
aritméticas. E por problemas como esse que existem o overflow e o underflow.
Para melhor compreensdo, suponha que um processador tenha capacidade
para representar valores binarios de 32 bits e que efetue uma multiplicacdo cujo
resultado retorne um numero que ocupe mais espaco que o disponivel. Essa
ocorréncia € conhecida como estouro da representacao ou overflow.

E. Vocabulario

Underflow: quando ocorre um resultado com valor abaixo do menor
valor representavel por uma especifica quantidade de bits disponivel
Nnuma dada maquina.

Overflow: ¢ o estouro da representagcao, isto é, quando ha a
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necessidade de armazenar uma quantidade maior de bits do que o
espaco representavel disponibilizado pelo sistema de computacao.

Bit: (simplificacdo para digito binario, "Binary digit” em inglés) é a menor
unidade de informacdo que pode ser armazenada ou transmitida e que
pode assumir somente dois valores: O ou 1, verdadeiro ou falso e assim
por diante.

Num sistema computacional, os valores reais sao armazenados em notacao
cientifica, que é aquela que permite escrever com menos algarismos numeros
muito pequenos (com muitos zeros depois da virgula) ou numeros muito grandes.
Considere os exemplos a seguir. O numero 0,0000005 ¢ muito pegueno, mas
possui muitos digitos. Em notacdo cientifica, € representado por 5x107 e, em
computacao, por 5E-7, sendo que E € o indicador de que ha o expoente -7.
Observe que essa notacao permite gue 0 numero seja ‘representado” corretamente
com uma quantidade menor de algarismos (digitos). A notagao cientifica, como
€ conhecida em matematica, € chamada em computacdo de representacao
em ponto flutuante. Agora note que o numero 5531222341112123 pode ser
representado por 5,53x10* ou por 5,53E15 em ponto flutuante. Vamos aprender
agora COMo 0S NUMeros sao representados num computador.

Comecaremos pela representacao de um numero inteiro.

Representagao de um numero inteiro

Nao ha dificuldade em representar um numero inteiro no computador. Todo
computador trabalha com uma base fixa b, onde b € um inteiro > 2, e € escolhido
como poténcia de 2.

Dado um numero inteiro n = 0, ele possui a seguinte representagao:
— — 0 1 K
n=+nn,, nn)=+n0+n b+ . +n b,

em que os n, i=0,-1, .., -k s&o inteiros satisfazendo O< n<ben, = 0.

D Exemplificando

Como o numero 1885 é representado na base b=10 e armazenado?
1885= 5x10%+ 8x10*+ 8x102+ 1x10°

E € armazenado como n n_n n,
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Representagcdo de um numero real

Vocé sabia que a representacao de um numero real no computador pode ser
feita de duas maneiras?

I- Uma delas € a representacdo em ponto fixo: esse sistema foi usado no
passado em muitos computadores. Assim, dado um numero real, x=0, ele sera
representado em ponto fixo por:

n
x=+ 2xD0

i=k

em que k e n sdo inteiros satisfazendo k<n e, usualmente, k<0 e n>0 e 0s X, sdo
inteiros satisfazendo 0 < x,<b.

O numero 2886,16 ¢ representado na base b=10 por:
2

2886,15 = 2 ><I.b’i

i=3
=2Xx10°+8 x 10+ 8 x 10*+ 6 x 10°+ 1 x 101+ 5 x 107
=2x1000+8x100+8x10+6Xx1+1x01+5x%x0,01

Assim € armazenado COMO X X ,X X, XX,

A representacdo em ponto flutuante (poderia ser chamada, no Brasil, de
virgula flutuante, pois usamos a virgula para separar a parte inteira da fracionaria) é
universalmente utilizada nos dias atuais.

II- Representacdo em ponto flutuante

Essa € a representagdo mais flexivel, portanto € mais utilizada nos dias de hoje.
Um numero real, x=0, pode ser representado em ponto flutuante por:

x =+(0.dd,..d) x b,

em que:

b= a base em que o computador opera;

t= 0 nUmero de digitos na mantissa; 0< dj <(b-1),j=1, ..t

E= o expoente no intervalo [m, M]. Se d = 0, diz-se que o sisterna € normalizado
(SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003).
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Em qualguer computador, apenas um subconjunto dos numeros reais ¢
representado exatamente. Assim, a representacao de um numero real sera realizada
atraveés de truncamento ou de arredondamento.

O numero maximo de digitos t € determinado pelo comprimento da palavra do
computador. Um "bit" € um digito da mantissa quando a base ¢ 2. Um numero ndo
podera ser representado na maquina com sistema de aritmética de ponto flutuante
se 0 expoente E estiver fora dos limites - m e M, pois a maqguina acusara erro de
underflow, se resultar £ <- m, e de overflow, se £ > M.

Seque a representacao de alguns numeros na base b = 10, em um
ponto flutuante na forma normalizada.

)0,65=(6x101+5x 107 x 10°= 0,65 x 10°
ii)-4,765=-(4x 10"+ 7x 10?2+ 6 x 10°+ 5 x 104 x 10'= -0,4765 x 10!
i) 0,0145 = (1 x 10+ 4 x 102+ 5x 10%) x 10t= 0,145 x 10"

iv) 43216 = (4 X 10+ 3 x 10°+ 2 X 10°+ 1 x 10+ 6 x 107 x 10%=
0,43216 x 10*

v) 0,0004 =(4 x 10") x 10°= 0,4 x 107

Representacdo de numeros no sistema F (b, t, m, M).

Para representarmos um sistema de numeros em ponto flutuante normalizado,
na base b, com t digitos significativos e com limites dos expoentes m e M, usa-se
a notagao: F (b, t m, M).

Um numero em F (b, t, m, M) seréa representado por:

+0.dd,.d xbf emqued=0em<E<M

Represente no sistema F(10,3,-2,2) os numeros do exemplo anterior.
Nesse sistema, 0 numero sera representado por: +0,d,d,d, x 10F, em
que -2 < E < 2. Assim:

0,65 = 0,65 x 10°
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-4,765 = - 0,4765 x 10!
0,0145 = 0,145 x 10*

Observe que osnumeros 4321,6 e 0,0004 ndo podem serrepresentados
no sistema.

Considerando o numero 4321,6 = 0,43216 x 104 sendo o expoente
maior que 2, 0 computador acusa ocorréncia de overflow.

O numero 0,0004 =0,4 x 1073, sendo o expoente menor que — 2,
representa uma situagdo em que o computador acusa a ocorréncia
de underflow.

‘O zero em ponto flutuante é, em geral, representado com o menor
expoente possivel na maquina. Isso porque a representacdo do zero
por uma mantissa nula e um expoente qualquer para a base b pode
acarretar perda de digitos significativos no resultado da adicdo deste
zero a outro numero.” (RUGGIERO; LOPES, 1996, p. 38).

Um computador que opera na base 10 com 4 digitos na mantissa, para x=
0,0000 X 10* e y= 0,2125 X 107, o resultado de x + y seria 0, 21x107?, assim sdo
perdidos dois digitos do valor exato y. Isso ocorre pela forma como é efetuada a
adicao do ponto flutuante. Mas veremos esse assunto nas se¢cdes seguintes.

Vejamos os sistemas de ponto flutuante de algumas maquinas antigas:
HP 25, F(10,9,-98,100); Texas SR 50 e HP 41C, F(10,10,-98,100); Texas
SR 52, F(10,12,-98,100); IBM 360/370, F(16,6,-64,63); Burroughs
B 6700, F(8,13,-51,77). Comparando com sua calculadora ou seu
microcomputador, essas maquinas podem ser ditas obsoletas no ponto
de vista do sistema de ponto flutuante?

Propriedades dos numeros do sistema de ponto flutuante

i-p=0,1XDb"™eé o menor nimero nao nulo, em maodulo, em F;
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i-s = 0,(b-1)(b-1)...(b-1) X b™ & o0 maior numero do sistema de ponto flutuante F;
iii- a cardinalidade (numero de elementos) de F €:
Numero de elementos = 2 - (b-Db™E __ - E_ +1) +1
iv- a mantissa esta contida no intervalo [0,1; 1]

v-SexE€F entdo -xEF.

Considere F(2, 2,-1,2), com sistema normalizado, ou seja, d,# 0.
Quantos e quais 0s nUMeros sao representados por esse computador?

Cardinalidade (nimero de elementos): 2-(b-Db™E__ - E +1) + 1= 17
elementos (8 numeros positivos, 8 negativos e o zero).

+,10 x 2fFou +,11 x 2F, sendo -1< E< 2
Convertendo para decimal, temos:
010 =% e 0,11= %

Com isso, 0s Unicos numeros positivos representaveis nesse
computador sao:

Mantissa: ¥2 X 28 e 34 X 2fpara e=-1,0,1¢e 2.

Os numeros que podem ser representados na reta numeérica sao: %,
Y2, 1, 2,38, %4, 3> e 3. Também os numeros correspondentes negativos
€ O numero zero.

O conjunto dos numeros de ponto flutuante € discreto e nao continuo
COMO OS NUMeros reais.

Nao temos mais 0 conceito que entre dois numeros sempre existe outro.
Exemplo:

Considere a representacdo binaria 0,6 e 0,7.
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0,6= 0,100110011001 e O,7= 0,1011001100110

Se representarmos esses numeros no sistema de aritmética flutuante F
(2.2,-1,2), teremos:

0,6=0,7= 0,10 x 2°.

Veja que esse numero equivale ao numero 0,5 no sistema decimal, ou
seja, o numero 0,6 e 0,7 serao considerados 0,5 nesse sistema.

Dessaforma, pode-se concluirgue nem todos osnumerosreais tém representacao
Nno sistema binario, sendo necessario arredondar ou truncar para © numero Mais
proximo da maquina. Vamos estudar mais sobre esse assunto na proxima segao.

Vocé pode encontrar mais sobre o estudo aritmético do ponto
flutuante no link: <http://www?2.sorocaba.unesp.br/professor/luiza/
CNC/apostila.pdf>. Acesso em: 13 jul. 2015.

Represente o numero 1997,16 em ponto fixo.

Apos o estudo do conteudo de aritmetica de ponto flutuante, vamos resolver a
situacdo-problema apresentada a Carlos?

A nova maquina adquirida possui um sistema de representacdo de numeros
definido por base decimal, 4 digitos na mantissa (t=4), e expoentes no intervalo
[-5,5]. Os técnicos precisam saber quais sd0 © menor e o maior numeros, em
modulo, representados nessa maquina. Como eles podem resolver esse problema?

Solugdo
O menor numero ndo nulo, em modulo, de F é dado por:

p= 0,1 X b™ logo: sendo b=10 e m= -5 teremos:
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p=0,1000 X 10 = 10¢

Para representar o maior numero do sistema flutuante F, temos:
s = 0,(b-1)(b-1)...(b-1) X b, logo:

s= 0,(10-1)(10-1)(10-1)(10-1) x 10°

s=0,9999 x 10° = 99990

Nas maquinas digitais, um algarismo binario € denominado bit. Um
grupo de 8 bits corresponde a 1 byte. Assim, percebemos que a
representacao dos numeros binarios num computador ¢é feita com um
numero finito de bits. A esse tamanho finito de bits € dado o nome de
palavra de computador.

O tamanho da palavra de computador depende de caracteristicas
internas a arquitetura dele. Em geral, os microcomputadores padrdo
PC tém tamanho de palavra de 16 a 32 bits. Computadores modernos
tém palavras de 64 bits ou mais. Quanto maior € o tamanho da palavra
do computador, mais veloz e mais preciso sera 0 computador.

Instrugao
Desafiamos voce a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situagdes que podem ser encontradas no ambiente de trabalho. Realize as atividades e
depois as compare com as de seus colegas.

1 Competéncia de

, Conhecer sistema de ponto flutuante.
fundamentos de area

2. Objetivos de | Fornecer condicdes para que vocé, aluno, possa conhecer e
aprendizagem aplicar a aritmética de ponto flutuante em situacdes-problemas.
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3. Conteudos relacionados

Aritmética de ponto flutuante

4. Descricdo da SP

Considerando agora que estamos diante de uma maquina
que utilize apenas trés digitos significativos e que tenha como
limite inferior e superior para 0 expoente, respectivamente, -2
e 2, como seriam representados nessa maquina os NUMeros
reais x, = 0,35, x, = =5172, x, = 0,0123, x, = 0,0003, e x, =
5391,3 em que estdo todos na base B = 10 em notacdo de
um sistema de aritmética de ponto flutuante?

5. Resolugéo da SP

Temos, entdo, para essa maquinat= 3, m=-2eM = 2. Dessa
forma, — 2 < E < 2. Sendo assim, temos 0,35 = 0,350 X 10°
-5172 = -0,517 X 10*

0,0123=0,123 X 10*

5391,3 = 0,53913 X 10* N&o pode ser representado por
essa maquina. Erro de overflow.

0,0003= 0,3 X 10°. N&o pode ser representado por essa
maquina. Erro de underflow.

a) -279,13.

Erros

Alguns exemplos de sistemas de ponto flutuante: HP25, F(10, 9, -98,
100); IBM 360/370, F(16, 6, -64, 63) e B6700, F(8, 13, =51, 77).

Vocé pode rever os conceitos de representacdo de numeros no
sistema de ponto flutuante no livro de calculo numeérico em portugués
disponibilizado em: <http://www.decom.ufop.br/bcc760/material _de_
apoio/livros/livro_port.pdf>. Acesso em: 13 jul. 2015.

1. Considere o sistema F (10, 3, -3, 3). Marque a alternativa cujo numero
nao pode ser representado nesse sistema por overflow.




b) 1,25.

c) 0,000056.
d) 1234,45.
e) 19,23456.

As questdes de 2 a 5 referem-se ao seguinte enunciado.

Considere uma maquina cujo sistema de representacao de numeros ¢é
definido por base 2, 3 digitos na mantissa (t=3), e expoentes no intervalo
[-1,2] (FRANCO, 2006).

2. Encontre a cardinalidade, ou seja, quantos numeros sdo representados
por esse computador?

a) 33.
b) 10.
c) 23.
d) 21.
e) 41.

3. Quais sao 0 maior e 0 menor elementos positivos desse sistema?

4. Quais numeros podemos representar nesse sistema?

5. Considerando o sistema de ponto flutuante do enunciado, quais dos
seguintes numeros 0,38; 5,3 e 0,15 podem ser representados na base 10?

a) Todos.

b) Apenas o 0,38.

c) Os numeros 0,38 e 5,3.
d) Os numeros 0,15 e 5,3.

e) Apenas o numero 0,15.
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6. Como o numero (0,11),,= (0,0001110000101000111101011100001010
0011110........ ), sera armazenado em uma maquina que opera com apenas
6 digitos na mantissa, ou seja, que seja capaz de armazenar nUmeros No
formato m= +0,d1d2d3d4d5d6 x 10E? (Disponivel em: <http://wwwl.
univap.br/spilling/CN/CN_Captl.pdf>. Acesso em: 13 jul. 2015).

a) (0,109375),,.
b) (0,100000),,.
c) (0,111193),,.
d) (0,111111),,,
e) (0,100111),,.

7. Marque a alternativa correta.

a) O conjunto de numeros em um sistema de ponto flutuante é discreto, e
nao continuo como 0s numeros reais.

b) O conjunto de numeros em um sistema de ponto flutuante é infinito
COMO NOS NUMeros reais.

c) Sempre que uma operacao aritmeética produz um numero com expoente
superior ao expoente maximo, temos um underflow.

d) Overflow ocorre quando um resultado com valor menor que o0 menor
valor representavel por uma especifica quantidade de bits esta disponivel
numa maquina dada.

e) O uso do truncamento, embora apresente menores erros, acarreta um
tempo maior de execucdo, razao pela qual o arredondamento é mais
utilizado.
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Secao 1.3

Analise de Erros - Parte |

Na secdo anterior, vocé aprendeu sobre aritmética de ponto flutuante e sobre a
representacao dos numeros num sistema computacional, sendo esta ultima limitada
pela capacidade da maquina. Nesta secdo, vamos estudar sobre analise de erros,
poIis a NOcao de erros esta presente em todos os campos do calculo numerico.

Sabemos que os dados nem sempre sdo exatos e que as operacdes realizadas
sobre esses valores ndo exatos propagam esses erros a seus resultados. Assim, oS
meétodos numeéricos, meétodos esses aproximados, buscam minimizar esses erros,
procurando resultados que se aproximem dos valores exatos.

Nesta secdo, analisaremos os erros que ocorrem durante as fases de modelagem
e resolucdo e também sobre erros de arredondamento e erros de truncamento.

O livro-texto da disciplina apresenta um bom conteudo sobre o
assunto, sendo importante referéncia para o estudo e concretizacdo
do aprendizado. Avalie seu aprendizado e faca as atividades propostas.

O célculonumeérico faz parte daanalise numérica, no sentido amplo, que
comumente esta preocupada com a quantificacao dos erros cometidos
nas diversas etapas de aproximacao, tais como arredondamento e
truncamento, e também com questdes mais refinadas No escopo dos
processos de aproximacao.
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Vamos voltar a situagao hipotética apresentada no Convite ao Estudo? Uma das
situacdes-problema apresentadas pelos técnicos a Carlos foi a seguinte:

Os técnicos do laboratorio de engenharia precisavam representar o numero
73,758 e descobrir o resultado das somas S1 = 42450 + Xi2q3 e S2= Xi2,3
+ 42450 na maquina nova adquirida. Entdo pediram ajuda a Carlos para realizar
essa tarefa. Os técnicos sabiam que a maquina nova possuia um sistema de
representacao de numeros definidos por base decimal, 4 algarismos na mantissa e
expoentes com intervalos de [-5,5]. Como Carlos (vocé) pode ajudar os técnicos a
solucionarem o problema?

O que eu preciso para ser capaz de resolver a situacao-problema?

Conhecer e aplicar conhecimentos de analise de erros, em particular
erros absolutos, relativos, arredondamento e truncamento.

Erros na fase de modelagem

Por que ndo temos uma descricdo correta ao tentar representar um fenbmeno
fisico por um metodo matematico? Isso ocorre porque sao necessarias varias
simplificacdes do mundo fisico para encontrar um modelo.

Suponha estar diante do seguinte problema: vocé estd em cima de
um edificio cuja altura nao tem conhecimento, mas precisa determina-
la. Tudo que tem em maos € uma bola de metal e um crondmetro.
O que fazer? A bolinha foi solta do topo do edificio e marcou-se no
cronbmetro gque ela levou 2 segundos para atingir o solo. Com isso,
podemos concluir a partir da equagao

2
s=S, +V,t, 8! que a altura do edificio é de 19,6 metros. Essa resposta

2

e confidvel? Onde estdo os erros?
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Erros de modelagem: — resisténcia do ar, — velocidade do vento,
— forma do objeto, etc. Esses erros estdao associados, em geral, a
simplificacao do modelo matematico.

Erros de resolucdo: — precisdo dos dados de entrada (ex.: precisdo
na leitura do crondmetro. p/ t = 2,3 segundos, h = 2592 metros,
gravidade); — forma como os dados sao armazenados; — operacdes
numeéricas efetuadas; — erro de truncamento (troca de uma série infinita
por uma série finita). Ha fatores que ndo estdo sendo considerados,
como a resisténcia do ar, as velocidades do vento, etc. Se o tempo
fosse 2,5 e a distancia 54,015, teriamos uma variagdo no crondémetro e
consequentemente na altura.

Erros devido ao Armazenamento - Erros de Arredondamento e
Truncamento

{3,5" Assimile

Os erros de arredondamento podem surgir de duas fontes distintas:
no processo de conversao de base e na representacdo finita de digitos
que as maquinas utilizam (SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003, p. 7).

@ Reflita

Vimos, na secdo anterior, que o numero decimal 0,6 € representado
em binario por 0,10011001... e isso mostra que o valor em decimal é
armazenado de forma aproximada, ou seja, ndo tem representacao
exata na base binaria. Dessa forma, pode-se concluir que nem todos 0s
numeros reais tém representacdo no sistema binario, sendo necessario
arredondar ou truncar para © numero Mais proximo da maquina.

Erro de arredondamento: para fazer o registro de um valor aproximado,
utilizamos a seguinte regra:

1) Somamos meia unidade a ultima casa decimal a conservar.

2) Desprezamos as demais casas.

Erros



Segundo Franco (2006, p. 43), arredondar um numero x por outro, com um
numero menor de digitos significativos, consiste em encontrar um numero x,
pertencente ao sistema de numeracao, tal que |x- x| seja 0 menor possivel.

A melhor aproximacado para x, = 2,142857 seria 2,142 ou 2,143?

Efetuamos os calculos [2,142 - x | = 0,000857 e [2,143 - x,| = 0,000143. Logo, 2,143
representa a melhor aproximacgao para x, = 2,142857 usando 4 digitos significativos.

Erros de truncamento: sdo utilizados em processos muitos grandes para o
calculo de um valor, razao pela qual sao truncados. Esses processos infinitos sao
utilizados, por exemplo, em exponencial, logaritmos, funcdes trigonometricas.

No truncamento, os digitos que excedem o limite da mantissa sao desprezados.
Por exemplo, seja x = 234,57 representado com t = 4, logo x = 0,2345 x 10°, sendo
qgue 0,07 foi desprezado no truncamento.

Segundo Ruggiero e Lopes (1996, p. 15), o uso de arredondamento, embora
apresente menores erros, acarreta um tempo maior de execugao, razao pela qual
o truncamento € mais utilizado.

Dar a representacdo dos numeros a seguir num sistema de aritmética
de ponto flutuante de trés digitos parap =10, m = -4 e M = 4.

Representacdo obtida por Representacao obtida por
arredondamento truncamento

10.053 0,101 x 10° 0,100 x 10°

2.71828... 0,272 x 10 0,271 x 10

718235.82 (expoente maior que 4) =

Fonte: Ruggiero e Lopes (1996, p. 15).
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Erros relacionados as aproximacdes dos calculos (numeros de iteracdes)

Erros relacionados a aproximacdo de calculos (numeros de iteragcdes) sao erros
causados quando utilizamos num processo algoritmico infinito apenas uma parte
finita do processo.

Exemplo: Calculo da funcao In(x+1)?

x2 X xt
N (x+1)= x- —+—-—+...
n
2 3 4 2,3 4 X
Fazendo o truncamento, temos In (x+1)= x- —+ —-—+..+ (-1) "

4 n

Asolucao é interromper os calculos quando uma determinada precisao € atingida.
Erros nas operacdes aritméticas

Um dos aspectos importantes do calculo numeérico € manter o “controle” dos
erros de arredondamento e truncamento, ja que € preciso compreender Como o
erro em uma operagdo se propaga em operacdes subsequentes.

Ruggiero e Lopes (1996, p. 19) indicam que a analise completa da propagagao
de erros se faz considerando o erro nas parcelas ou fatores e no resultado de cada
operacao efetuada. Observe os exemplos apresentados por Franco (2006, p. 46).

E Exemplificando

Considerar base 10 e 3 digitos significativos para efetuar as operacdes
indicadas.

(11,4 + 3,18) + 5,05 e 11,4 + (3,18 + 5,05)
i) (3,18 .11,4)/5,05 e (3,18/5,05) - 11,4
i) 3,18 - (5,05 +11,4) e 3,18 - 5,05 + 3,18 - 11,4

Para cada item, fazendo o arredondamento apos cada uma das operacdes
efetuadas, segue que:

i) (11,4 +318) + 505 =146 + 505 =19,7

a0 passo que no outro calculo: 11,4 + (3,18 + 5,05) = 11,4 + 8,23 = 19,6.
i) (3,18 .11,4)/5,05 = 36,3/5,05 = 7,19

e no outro calculo: (3,18/5,05) - 11,4 = 0,630. 11,4 = 7,18,
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i) 3,18 - (5,05 +11,4) = 3,18 - 16,5 = 52,3
a0 passo que no outro calculo: 3,18 . 5,05 + 3,18 . 11,4 = 16,1 + 36,3 = 52,4.

Franco (2006, p. 47) faz uma importante observacdo a respeito dos erros ocorridos:

Erros absoluto e relativo

Erro absoluto: diferenca entre o valor exato de um numero x e seu valor
aproximado X obtido a partir de um procedimento numerico.
EA=|x- x|

Apenas X & conhecido, o que fazemos € escolher um limitante superior ou
fazer uma estimativa para o modulo do erro absoluto. Isso permitira que, mesmo
nao conhecendo o erro, saibamos que ele esta entre dois valores conhecidos.

1) Sabendo-se que m € (3,14; 3,15), tomaremos para T um valor dentro

‘7‘[—;’<0,01.

desse intervalo e teremos, entéo, ‘Eax‘ =

2) Se considerarmos o numero X = 12419 de forma que |EAx|< 0,1,
temos x € (1241,8; 1242)

3) Se;z 1,3 de forma que |EAy|< 0,1 podemos dizer que y € (1,2; 1,4).
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Os limitantes superiores para os erros absolutos nos exemplos do numero 1 e
2 S80 0S MEesMos.

Podemos afirmar que os valores de x e y foram representados com a mesma
precisao?

O erro absoluto, portanto, ndo € suficiente para descrever a precisao de um
calculo, pois depende da ordem de grandeza dos numeros trabalhados. Assim, o
conceito de erro relativo € mais utilizado.

Por isso, € importante compararmos a ordem de grandeza dos numeros x e y.
Assim, vamos perceber gue um resultado € mais preciso que o0 outro, isso porque
a ordem de grandeza de x € maior que a ordem de grandeza dey.

Erro relativo: erro absoluto dividido pelo valor aproximado.

Se a = 3876,373 e s desejamos a parte inteira o', o erro absoluto sera:
Ao =|a-a|=02373

Se fizermos 0 mesmo com o numero B = 1,373, teremos:
AB=[B-PB[=0373

Obviamente, o efeito de aproximacdo de B € muito maior do que em
a, mas o erro absoluto € o mesmo nos dois casos. O erro relativo,
entretanto, pode traduzir perfeitamente esse fato, pois:

6a = 0,373/ 3876 = 0,000096 0B =0,373/1=0373

Disponivel em: <http://www.inf.ufpr.br/aurora/disciplinas/numerico/
apostila.pdf>. Acesso em: 13 jul. 2015.

Frequentemente, o erro relativo € expresso também como erro percentual,
chamado taxa de erro. Para isso, basta multiplicar o erro relativo por 100: erro
percentual = erro relativo X 100.
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Erro percentual=

Vocé pode encontrar mais sobre o estudo de analise de erro em
<http://www?2.sorocaba.unesp.br/professor/luiza/CNC/apostila.pdf>.
Acesso em: 13 jul. 2015.

Considere o sistema F(10,3,5,5). Efetue as operacdes indicadas:

(1,386-0,987) + 7,6485 e 1,386 - (0,987 -7,6485).

ApOs o estudo de conversao de numeros inteiros e fracionarios decimais para
binarios, vamos resolver a primeira situacdo-problema apresentada a Carlos?

Os técnicos do laboratorio de engenharia precisavam representar o numero 73,758
e descobrir o resultado das somas S1 = 42450 + Xke13 e S2= X213 + 42450
Nna maquina nova adquirida. Entao pediram ajuda a Carlos para realizar essa tarefa.
Os técnicos sabiam que a maquina nova possuia um sistema de representacao de
numeros definidos por base decimal, 4 algarismos na mantissa e expoentes com
intervalos de [-5,5]. Como Carlos (vocé) pode ajudar os técnicos a solucionarem
o problema?

Solugdo

1) 0,7375%10? (truncamento) e 0,7376%10? (arredondamento)

2) O resultado deveria ser o mesmo, contudo as opera¢cdes devem ser realizadas
na ordem em que aparecem as parcelas, o que conduzira a resultados distintos.
Assim temos:
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S1=42450 +3+3+3+3+3+3+3+3+3+3

= 0,4245%10° + 0,00003X10° = 0,42453X10°> — 0,4245%10° (representado na
mantissa com 4 digitos)

Depois teremos:
0,4245X10° 4+ 0,00003%10° = 0,42453%10° (idem)
Em sequida teremos;

0,4245x10° + 0,00003%10° = 0,42453%x10°

...até terminar a ultima soma individual:
S1=10,4245%10°
S2=34+34+3+3+3+3+3+3+3+3+42450
= 0,3000x10" 4+ 0,3000%10* = 0,6000x10*

= 0,6000x10* + 0,3000x10* =0,9000x10"

= 0,9000%10! + 0,3000%10! =1,2000%10" = 0,1200X102

= 0,1200X1‘07+ 0,03000x10% = 0,1500x10°

até terminar o ultimo 3 que resultard no numero 0,3000x10?. Depois ¢ feita a
soma com o numero 42450, e no final teremos:

0,3000x10? — 0,0003%x10°

$2=0,0003%x10° + 0,4245x10° = 0,4248x%10°

Eliminar os erros na resolucdo de problemas por meio de meétodos
numericos € praticamente impossivel, mas o que pode ser feito é
minimizar os efeitos da propagacao desses erros.
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Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situagcdes que podem ser encontradas No ambiente de trabalho. Realize as atividades e
depois as compare com as de seus colegas.

Instrucao

Representacdo de um numero

1 Fundamentos de
competéncias de area

Conhecer analise de erros.

2. Objetivos de
aprendizagem

Conhecer e aplicar analise de erros em situacdes-problemas

3. Conteudos
relacionados

Anéalise de erros.

4. Descricdo da SP

Considere uma maquina cujo sistema de representacao
de numeros € definido por base decimal, 4 algarismos na
mantissa e expoentes no intervalo [-5,5]. Calcule o valor de a
+ b, em que a= 42450 e b=23.

5. Resolucéo da SP

Primeiro, vamos deixar 0s numeros com a mesma base
considerando t=4.

a = 04245%10°e b = 0,00003%x10°

a + b= 04245%x10° + 0,00003= 0,42453%10°

Mas o resultado sera armazenado com 4 algarismos na
mantissa, portanto a + b= 0,4245X10°.

Erros

Vocé pode rever os conceitos de representacao de numeros no
sistema de ponto flutuante no livro de calculo numeérico em portugués
disponibilizado em <http://www.decom.ufop.br/bcc760/material_de_
apoio/livros/livro_port. pdf>. Acesso em: 30 jun. 2015.

O erro de truncamento € o erro que ocorre em razao do método
numeérico aplicado (por exemplo, expansao truncada de uma série,
linearizacédo de uma funcdo). O erro de arredondamento € o erro causado
pela representacao de um numero real em um sistema de ponto flutuante.



O seguinte enunciado associa-se as questdes 1, 2 e 3.

Considere um sistema de ponto flutuante com b =10 e n = 3 e uma
representacao por arredondamento.

1. Imagine uma maquina cuja representacao de numeros é definida por
F(10,4,-5,5). Qual a alternativa correta ao considerar o truncamento?

a) O numero x= 0,7376 .102 é a representacdo do numero 73,758.
b) O erro relativo encontrado é 0,002%.

c) O erro absoluto € 0,007.

d) O erro absoluto e relativo sdo iguais.

e) A representacao do numero 73,58 por arredondamento correta é x=
0,7375 x102.

2. Marque a alternativa correta.
a) Erro absoluto= valor real — valor aproximado.

b) Se o resultado de uma operacdo é 2123542 e o valor esperado era
2123544.,5, o erro absoluto nesse caso € 1,8. A diferenca € bem pequena,
portanto podemos considerar o resultado preciso.

c) Se o resultado de uma operacao € 0,234 e o resultado esperado era de
0,128, o erro absoluto é 0,106, porém o resultado € impreciso.

d) Erro relativo= erro absoluto/valor real.

e) Todas as alternativas estdo corretas.

3. Considere os dados x=100; ¥ = 100,1, y=0,0006 e y = 0,0004 € marque
a alternativa correta.

a)EA=01eEA=0,0002.

b) Como EA € muito menor que EA , podemos afirmar que a aproximagao
y de y é pior que a ¥ de x.

c) ER = 0,33333333.
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d) ER, = 0,999999.
e) ER > ER.

4. Se P(x)= x* -6x%+ 4x — 0,1, o valor exato de P(x) para x= 5,24 sera:
a) -0,00776.

b) 0,0776.

c) -0,010.

d) 0,00.

e) 0,005.

5. Sobre as operacdes no sistema de ponto flutuante, podemos afirmar que:
a) A operacdo da adicdo é associativa.
b) A operacao da adicdo é distributiva.

c) Os erros introduzidos a cada operacdo pouco influem na solucdo obtida
pelo método numérico aplicado.

d) Os métodos numéricos matematicamente equivalentes podem fornecer
resultados diferentes.

e) Pelo fato de o arredondamento ser feito apds cada operacdo, essas sdo
associativas e distributivas.

6. Calcule o valor numérico de e (numero de Euler), empregando a série

truncada de 42 ordem.

x x xt
=1+ x+ —+ T+ 2

20 3 4

7. Considere um sistema de ponto flutuante comb =10en =3 e uma
representacao por arredondamento. Verifique se:

a)15,9-(4,99 + 0,02) = (15,9 - 4,99) + (15,9 - 0,02).

b) (0,123 /7,97) - 84,9 = (0,123 - 84,9) / 7,97.

c) (4210 - 4,99) — 0,02 = 4210- (4,99 + 0,02).
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Secao 14

Analise de Erros - Parte |l

Dialogo aberto

Na secao anterior, vocé aprendeu sobre analise de erros: erros de
arredondamento e truncamento, erros nas operacdes aritmeticas, erros absolutos
e relativos. Nesta secdo vamos continuar nossos estudos sobre analise de erros,
mas agora trabalharemos com a propagacgao de erros e cancelamento.

O objetivo das secdes 1.3 e 1.4 € o de apresentar alguns aspectos sobre erros
numericos. Vocé aprendeu que a representacao dos numeros num sistema
computacional € limitada pela capacidade da maguina e que, por isso, sao usados o
truncamento ou o arredondamento dos dados. Outro aspecto importante estudado
€ que os erros de arredondamento intermediarios podem comprometer o resultado
final de um algoritmo, sendo, portanto, importante manter o controle desses erros.

Mesmo com o avanco na tecnologia de construcdo de computadores e
maquinas digitais, € possivel verificar que os resultados finais podem sempre
ser influenciados por erros como 0s de arredondamento e restricbes do
armazenamento de numeros.

@ Dica

Como leitura adicional, recomenda-se realizar uma busca na internet
por falhas e acidentes causados por erros numericos. Sugestao de
pesquisa: disasters caused by numerical errors.

Vamos relembrar a situacao hipotética apresentada no Convite ao Estudo?
Uma das situagdes-problema apresentadas pelos técnicos a Carlos foi a sequinte:

Os técnicos da engenharia foram solicitados a calcular o perimetro e a area do
laboratorio da empresa, formado por um retangulo com sua cota x = 17534mm e
a cotay =21178mm. Tendo em vista os resultados obtidos, os profissionais foram
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questionados sobre qual resultado apresentava o maior erro relativo. Nao sabendo
como proceder, pediram ajuda a Carlos. E agora, como Carlos (vocé) pode resolver
esse problema?

O que eu preciso para ser capaz de resolver a situagcao-problema?

Conhecer e aplicar conhecimentos de analise de erros, em particular,
propagacao de erros absolutos e relativos e cancelamento.

Segundo Franco (2006), além dos erros causados pelas operacdes aritméticas,
das fontes de erros citados na secdo anterior, existem certos efeitos numeéricos
que contribuem para que o resultado obtido nao tenha crédito. Vamos estudar
alguns deles: cancelamento e propagag¢ao do erro.

Cancelamento

O efeito da perda de digitos significativos na subtracdo de numeros muito
proximos € chamado cancelamento.

Veja o exemplo da subtracdo dos numeros /9876 — v9875 em um
sistema F(10,10,-10,10). Temos:

\/9876 — /9875 = 0,9937806599 - 102 — 0,9937303457 - 102 = 0,0000503142 - 102
Normalizando o resultado, temos que:

v/9876 — /9875 = 0,5031420000 - 102

Na pratica, os quatro zeros no final do numero ndo tém significado
e, perdem-se quatro digitos de preciséo na mantissa. O erro de
cancelamento pode ser contornado utilizando manipulacdes algébricas
de forma a evitar a subtracdo desses numeros.
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x-y
Vx+/y'

Podemos reescrever a diferenca desta forma: Vx — /[y =

Neste caso, a diferenca torna-se:

/9876 — /9875 = % = 0,5031418679 - 1072

que tem todos os digitos da mantissa preenchidos.

Para resolver a equacdo x% — 1634 -x + 2 = 0, considere o sistema
F(10,10,10,10).

Utilizando a formula de Bhaskara, temos:

_—b +Vb?% — 4ac
N 2a

X

1634 ++/1634% —4.2 _ 1634+1633,9975

2 2
Para evitar o erro de cancelamento no calculo da diferenca, basta
lembrarmos que o produto das raizes € igual ao termo independente do

Para a equacao, x =

2
polindmio, ou seja, x, * x, = 2. A segunda raiz sera calculada por x, = —
X1
x,=0,1633998776 .10° e x, = 0, 1223991125.10°°

Propagacao de erros

O erro total que ocorre em uma operacao € constituido pelo erro das parcelas
mais o erro no resultado. A seguir, iremos definir formulas para o calculo dos erros
absolutos e relativos nas operacdes com erro nas parcelas.

Seja X uma aproximagdo para x, € J) uma aproximacgéo para y, ou seja, x= EA

+ X ey= EAy+y

EA = erro absoluto de x

ER = erro relativo de x
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Assim, temos:

e Soma: x+ vy

xty= (y+ EA) + (PHEA)= (X +¥) + (EA, +EA)

Entdo, o erro absoluto na soma, denotado por EA

€ a soma dos erros
absolutos das parcelas: EA | = ‘EAx + EAy|

x+y)
» Subtracao: x-y
Analogamente, temos EA | = |EAx - EAY‘

» Multiplicagao: xy
xy=(X+EA) (y+EA)

=X+ XEA + YEA + (EA) (EA)

Considerando que (EA) (EAy) € um numero pegqueno, podemos desprezar esse
termo, logo teremos:

EA - [XEA, + YEA,

« Divisdo: x/y

x+EA, x+EA . 1

7 == TE’

y+EAy b% 1+ 24
y

1
Representando o fator ————— sob a forma de uma série infinita, teremos

1+—=2
y

EA EA EA
Loy L L) LI
L% y y y

e desprezando os termos com poténcias maiores que 1, teremos

X+EA  EA, x E4. xEA, EAEA,
T (1_ _y )= ) e X _2)’ _ —
Y y y oy y ¥y

x~
y
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X
Ertdor X = 24 25 . _2y
yoy y y
Desse modo:
EA. XEA,
EA wy T T T =2
Yy

Propagacao de erros relativos

e Soma
A, EA, y
Esz e r| Y
x+y b x+y
—ER Y +ER 4
x+y "x+y
e Subtracao
ERX_y=M=ERX_X_-ERy_y_
x—=y xX—y xX—=y
» Multiplicacao
xEA + yEA
ER, = o TP _BA BAY ER,
xy x y
e Divisdo
EA. —xEA, ;, EA EA
ER,, = ” e Ay AR s S B N
y X X y

O errorelativo das operacdes € obtido a partir da combinacdo dos erros relativos
de cada operacao, sendo adicionado ao erro em razao do tipo de armazenamento
numerico (§).

Assim teremos:

Soma e subtracao
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E erv= E

R,=>— +ER, =2 _|+6

xty xty

Multiplicacao

ER = |[ERx + ERy| + o

Divisao

ER, = |[ERx — ERy|+ O

O fator &, associado ao erro devido ao fato de o computador trabalhar
com numeros truncados ou arredondados, € dado por:

0= 10" (no caso de truncamento)
0= 110" (no caso de arredondamento)

Em que t= numero de digitos da mantissa.

Erros

Dados x, y e z=x — y, entdo temos:

Ed, —EA, EAx( x J EAY( y J
ER = == —=| == |- —= ———= | se x e y forem
xX=y

x=y x y \x-»
EA
numeros positivos arredondados, entdo EI_4’C < l.lO’t+1 e 2
X 2 y
< lllole,
2

Se x=0,2357 x10% e y= 0,2353x10% entdo z = x- y=0,0004x10% Qual
o erro relativo em z?

Solucéao:



O erro relativo em z € limitado por:

0.2357.10° +02353.10° ) 1 .,
|ER, |< TN —.107 em que t=4

2
|ER, |< 0,5888~ 59%

Vocé pode encontrar mais sobre o estudo de analise de erro no link
<https://chasqueweb.ufrgs.br/~esequia.sauter/numerico/Notas.pdf>.
Acesso em: 13 jul. 2015,

Considerando o exemplo citado acima, encontre o erro relativo de w,

sendo que w=zt, se 1=0,4537.10°.

Apos o estudo de conversao de numeros inteiros e fracionarios decimais para
binarios, vamos resolver a primeira situacdo-problema apresentada a Carlos?

Os técnicos da engenharia foram solicitados a calcular o perimetro e a area do
laboratorio da empresa, formado por um retangulo com sua cota x = 17534 mm e
a cota y =21178 mm. Tendo em vista os resultados obtidos, os profissionais foram
qguestionados sobre qual resultado apresenta o maior erro relativo. Nao sabendo como
proceder, pediram ajuda a Carlos. Como Carlos (vocé) pode resolver esse problema?

Solugdo:

Célculo dos erros absoluto e relativo das varidveis 2.(35068) e 2.(42356).
EA, = |2x — 2x |= 135068-35070]= 2

EA, = |2y — 2 |- 142356-42360|= 4

ER :@: 2/35070 = 5,703.10*

2%
EA
ER,, —2 = 4/42360 = 9,443.10°

2y
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Célculo do erro relativo das operacdes (2x+ 2y) (perimetro do retangulo) e x.y
(drea do retangulo).

Perimetro (2.x+ 2.y):

2x 2
ER, = éERM + AERH +0,emqued =210 (arredondamento)
2x+2y 2x+2y

= (35070/ 77430) 5,703.10° + (42360/ 77430) 9,443.10° + Y2 .10+
=2,5830.10° + 5,1660° + 5.10*

= 5,7749.10*

Area (x.y):
ERXy =ER + ERy + 0, onde & = ¥2. 10™! (arredondamento)
=2,281.10% + 9,442.10° + 5.10* = 8,2242.10*

Logo, a operacao x.y apresentard o maior erro relativo final.

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas

situacdes que podem ser encontradas No ambiente de trabalho. Realize as atividades e
depois as compare com as de seus colegas.

Erro Relativo

1 Competéncia de

) Interpretar os erros NnUMEricos.
fundamentos de area

2. Objetivos de | Conhecer e aplicar os erros numeéricos em situagdes-
aprendizagem problemas.

3. Conteudos relacionados | Analise de erros.

Como podemos calcular o erro relativo na operagdo x*
4. Descricdo da SP considerando ER = 2,281 e t=4, ou seja, 4 algarismos na
mantissa?
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ER,= ER,= ER + ER + &, onde 6= "2 10
ER .= ER,=ER +ER +8=3ER +20

5. Resolugdo da SP ER .= ER,=ER ER +03=4ER +30
Logo,

ER,=4-2281" + 3 - 5= 241247

Vocé pode rever os conceitos de representacdo de numeros no
sistema de ponto flutuante no livro de calculo numeérico em portugués
disponibilizado em <http://www.decom.ufop.br/bcc760/material_de_
apoio/livros/livro_port.pdf>.

Dizemos que X € um numero aproximado por falta do valor exato x, se

X< X.Se x> X, termos uma aproximagao por excesso.

1. Dado o sistema abaixo, podemos afirmar que:
X+y=2

x+ 1,01y =201

a) A solucdo desse sistema pode ser facilmente obtida por substituicdo.
b) Ao resolver o sistema, obtemos: x = 0.
c) Ao resolver o sistema, obtemos y=2.
d) Alterando os dados para:

X+y=2

x+ 1,01y = 2,02

o sistema permanece quase igual, mas a solugcdo agora € obtida por x=1
ey=2.
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e) Uma pequena mudanca nos dados de uma operagcdo ndo produz uma
grande mudanca no resultado.

2. Sobre analise de erros, é correto afirmar que:

a) O erro total de uma operacdo é composto pelo erro das parcelas ou
fatores e pelo erro no resultado da operacao.

b) Os resultados finais podem sempre ser influenciados por erros como
os de arredondamento, mas nao pelas restricbes do armazenamento de
numeros.

c) O resultado de uma operacao ndo tem valor se tivermos conhecimento
sobre o0s possiveis erros envolvidos No processo.

d) O erro relativo das operacdes € obtido a partir da combinacdo dos erros
relativos da operacao subtraido ao erro devido a tipo de armazenamento

numeérico (8).

e) O efeito da perda de digitos significativos na subtracdo de numeros
diferentes é chamado cancelamento.

3. O efeito da perda de digitos significativos na subtracdo de numeros
quase iguais € chamado cancelamento subtrativo. Assim, o valor de 44567
- 74566 na base 10 e mantissa 6 é:

a) 0,7456.
b) 0,0074.
c) 0,8765.
d) 1,2313.
e) 0,0047.

O enunciado seguinte é destinado as questdes de 4 a 7.

Considere os numeros x = 17534, y = 21178 e z = 75904, que devem ser
armazenados em um sistema com as sequintes caracteristicas F(10, 4, -6, 6).

4. O erro absoluto das variaveis x e z é:
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a) 0,1000.10" e 0,2000.10*
b) 0,2000.10" e 0,4000.10*
c) 0,4000.10* e 0,2000.10*
d) 0,2000.10* e 0,2000.10*
e) 0,4000.10"* e 0,4000.10*

5. O erro relativo das variaveis x e y sao respectivamente:
a) 0,34256.10% e 0,9447.10*

b) 0,2282.107% e 0,9447.10*

c) 0,2282.107 ¢ 0,5270.10*

d) 0,5270.10% e 0,9447.10*

e) 0,2282.10“ e 0,9447.10°¢

6. Qual o valor da expressdo (x +y)/z ?

7. Qual o erro relativo final da operacdo apresentada no exercicio 6?
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Secao 2.1

Método da Bisseccao

Dialogo aberto

Caro aluno, o calculo dos zeros de uma funcao é muito usual na area de
Engenharia, por exemplo, para a determinagao de pontos criticos de producdo
(Eng. Produgao), umidade otima para compactacdo de solo em varias obras (Eng.
Civil) entre outras, e também em nosso dia a dia, como determinar a taxa de juros
do financiamento de um veiculo.

Nesta secdo, estaremos tratando da determinagcdo do Zero da Funcao pelo
Método da Bisseccao e, para isso, estaremos desenvolvendo a resolucao do
problema de Suellen que foi apresentado no inicio dessa unidade.

Suellen financiou um veiculo e agora deseja saber a taxa de juros desse
financiamento, para isso solicitou a ajuda de Carlos. Para dar a resposta que Suellen
deseja, Carlos pretende fazer uso do Método da Bisseccao.

Cologue-se no lugar de Carlos: o que vocé precisa saber para resolver esse
problema usando célculo numeérico e, mais especificamente, o método da bisseccdo?

Ao final desta secao, esperamos que vocé conclua gue para resolver o problema,
teremos de conhecer aspectos teoricos relacionados ao metodo da bisseccao,
como o critério de parada, a funcdo de taxa de juros e conhecer as técnicas de
iteracOes necessarias para desenvolver o meétodo.

Nao pode faltar!

Métodos iterativos e critérios de parada

Na resolucao de problemas com o auxilio do calculo numeérico € muito comum
a repeticdo de procedimentos semelhantes, com a inclusdo, em cada iteracdo?, de
pequenos ajustes gue tém o objetivo de melhorar o resultado obtido ate que estejamos

lteracdo: 0 mesmo que repetigdo.
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satisfeitos com a resposta ou até que uma quantidade de passos pré-estabelecida
seja atingida. Simplificadamente, essa € a descricdo do que denominamos método
iterativo. Os procedimentos repetitivos aplicados na resolucdo de um problema sdo
efetuados até que o critério de parada seja satisfeito.

{,‘%‘s Assimile

Na aplicacao de um metodo iterativo, um critério de parada € uma
condicdo estabelecida a priori que deve ser verificada a cada iteracdo e
que, quando satisfeita, resulta no fim da busca por melhores solucdes.

Supondo gue em um méetodo iterativo obtenhamos uma sequéncia de
resultados x,, x,, ... X , ..., alguns dos critérios de parada mais utilizados sdo:

° If(xn)l <&
ou
*xn — xp-1l| < &

onde f¢é a fungdo a qual estamos determinando os zeros e €, €¢€,530 Os erros
(ou imprecisdes) que estamos dispostos a cometer.

%" Assimile

Um valor x, € um zero (ou raiz) de uma fungdo f (x) quando f(x,) = 0.

Método da Bissecgao

O meétodo da bisseccdo € um dos mais simples para a determinacao de zeros
de fungdes. Ele faz uso da média aritmetica dos extremos de cada intervalo da
sua iteracdo, e a cada uma das iteracdes o intervalo diminui. Ao final, quando o
critério de parada for satisfeito, a média aritmética dos extremos do ultimo intervalo
determinado sera escolhida como aproximacao do zero da funcao.

O meétodo que estamos estudando nao nos fornecera uma resposta de x onde
f(x) serd exatamente zero, mas um valor proximo.

Para determinar o Zero da Fungéo f (x) num intervalo I = [a, b], adotaremos
o critério de parada |f(x,)| < & em que x € a média aritmética dos extremos
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do ultimo intervalo determinado. O procedimento estabelecido pelo método da
bisseccdo segue 0s seguintes passos:

1. f(a) - f(b) <0, garante a existéncia do Zero da Funcéo;

2. Efetuamos x,,, = azib;
3 1f(xm)] < € entdox € o Zero da Funcdo, e fim de calculo;

|f (x;n)| > €. entdox ndo e o ZerodaFuncdo, e deveremos prosseguir
os calculos da seguinte forma:

Sef(x,) <0ef(a) <0entdox devera substituir a;
Se f(x,) <0ef(b) <0entdox devera substituirb;
Se f(x,)>0ef(a)>0entdox deverd substituir a;
Se f(x,)>0ef(b)>0entdox devera substituir b;
4. Apos a determinagao do novo intervalo, retornamos ao passo 2.

Esses passos sao repetidos até que o critério de parada seja satisfeito.

Para gue vocé tenha maior conhecimento sobre esse assunto, acesse
<www.dsc.ufcg.edu.br/~cnum/modulos/Modulo4/CN_Partel_Intro.
ppt>. Acesso em: 22 jul. 2015.

Vejamos agora um exemplo de aplicacdo do metodo da bisseccao:

Dada a fungdo f(x) = i + x2 — 5, determine o zero dessa fungéo, ou

as raizes, ou ainda, o valor que fard ela, a fungdo f(x), igual a zero, para
£=10,001.

Plotando o grafico de f(x) = i + x2 — 5, tem-se:
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x f@=I+x2-5

1,00 —3,00
2,00 —0,50
3,00 4,33

Gréfico de f(x) = i +x2-5

wk—--———

=

-3+ - —

Fonte: Os autores (2015).

E possivel notar que a curva corta o eixo x entre os pontos x=1ex=3,
portanto o zero da funcao esta entre esses valores, ou seja, ou valor de
x que faz com que f(x) seja igual a zero.

Grafico de f(x) = i + x? — 5 e o zero da funcdo

|
|
|
|
| X
- _1__ 2 3
-0,5
J:/ \ x = Zero da Fungéo
-3+ - —
Fonte: Os autores (2015).
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Para obtermos o zero da funcao, precisamos fazer algumas
consideracdes tedricas e para isso denotaremos x =1 por ‘a" e x =3
por "b". Temos:

s f(a)-f(b)<O
Sea=1entio f(a)=f(1) =-3:
Se b=3entéo f(b) = f(3) = 4,3333.

Assim f(a): f(b) = =3+-4,33 = —12,9999 < 0. Esse resultado indica
a existéncia de um zero da fung¢do no intervalo de - 3 a 4,3333. Isso
pode ser justificado por meio do calculo, de acordo com o Teorema do
Valor Intermediario. Saiba mais sobre o Teorema do Valor Intermediario:
<http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/
conteudo/capitulos/cap114.ntml>. Acesso em: 31 jul. 15.

12 lteracdo: Como x =1 e x = 3 ndo sdo zeros da funcdo, devemos

determinar um novo valor de x para candidato a zero da funcao. No

Método da Bissecgdo ele € calculado da seguinte forma: x,,, = %.

. L a+b 1+3
Seguindo o indicado: x,,, = 5 O Xm =D Xm = 2.

Vamos, agora, verificar se x = 2 € um zero da fungéo, substituindo-o
1
em f(x) = -+ x*-5.

1
fm) =fR)=5+22=-5->f(2)=-05
Entdo x=2 ndo ¢ um zero da funcéo, porque |f(2)] = 0,5 > ¢ = 0,001

2?2 lteragdo: Para x = 2, f(x) = f(2) = —0,5 < 0 (negativo). Nesse
caso, x = 2 deverd substituir x = a, pois f(a) também ¢é negativo. Essa
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substituicdo sempre ocorre em fungdo do sinal de f(x).

Refazendo os calculos com base nessas alteracdes, temos:

a=2 e f(a) =-0,50;
b=3e f(b) = 4,3333;

~ a+b 2+3
ENtA0 Xy = —— = Xpp = —— = Xm = 2,5;

fOm) = £(25) = =+252 =5 - f(2,5) = 1,65

x = 25 também ndo ¢é o zero da fungdo, porque
If(2,5)] = 1,65 > & = 0,001.

32 |teragdo: Para x = 2,5, f(x) = f(2,5) = 1,65 > 0 (positivo). Nesse
caso, x = 2,5 deverd substituir x = b, pois f (b) também ¢é positivo.

Definimos novamente "a’ e "b" para obter X

a=2e f(a) = —0,50;
b=25¢f(B) =165

. a+b 2+42,5
entdo x,, = X T, D Xy = 2,25;

flen) = f(2,25) = i +2,25%2 —5 - £(2,25) = 0,5069.
Mais uma vez, x = 2,25 ndo é um zero da funcdo, porque
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|f(2,25)] = 0,5069 > ¢ = 0,001,

42 Jteracdo. Como fizemos anteriormente, para x = 2,5,
f(x) = f(2,25) =0,5069 > 0 (positivo). Nesse caso, x = 2,5 deverd
substituir x = b, pois f(b) também ¢é positivo.

Definimos novamente “a” e "b" para obter x

a=2e f(a) = —0,50;
b=25e f(b) = 0,5069;

. a+b 242,25
entdo x,, = S T Xm =T, 2 X = 2,125;

flx) = f(2,125) = ﬁ +2,1252 — 5 > £(2,125) = —0,0138.

Portanto x = 2,125 € um zero da funcdo, ou o valor de x que fard com
que f(x) seja igual a zero, pois |f(2,125)| = 0,0138 > ¢ = 0,001.

¢ (Ndo foram apresentadas as iteracdes intermadiarias)

Continuando os calculos:

Definimos novamente "a’ e "b" para obter X,

a=2,125e f(a) = —-0,0138;
b=2,1289 e f(b) = 0,0020;

a+b _2,125+2,1289

entdo X, = - T Xm = 2 - X, = 2,1270;

Raizes



1
2,1270

flxp) = f(2,1270) = +2,1270% =5 - f(2,1270) = —0,0059.

Mais uma vez, x = 2,1270 ndo € um zero da fungdo, porque
|f(2,1270)| = 0,0059 > & = 0,001.

102 Iteracdo: Como fizemos anteriormente, para x = 2,1270,
f(x) = f(2,1270) = —0,0059 > 0 (negativo). Nesse caso, x = 2,1270
deverd substituir x =a, pois f(a) também € negativo.

Definimos novamente "a’ e "b" para obter X

a=2,1270 ¢ f(a) = —0,0059;
b=12,1289 e f(b) = 0,0020;

. a+b 2,1270+42,1289
entao X, = 5 O ¥m =T, T Xm = 2,1279:

FOon) = f(2,1279) = ——+2,1279% — 5 > £(2,1279) = —0,0020.

2,1279

Mais uma vez, x = 2,1279 nao € um zero da fungdo, porque
|f(2,1279)| = 0,0020 > & = 0,001.

112 Iteracdo: Como fizemos anteriormente, para x = 2,1279,
f(x) = f(2,1279) = —0,0020 > 0 (negativo). Nesse caso, x=2,1279
deverd substituir x = a, pois f(a) também é negativo.

Definimos novamente "a” e "b" para obter X

a=2,12709 e f(a) = —0,0020;
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b=2,1289 e f(b) = 0,0020:

~ a+b 2,1279+2,1289 _
entdo x,, = — T X¢m =T, O Xm = 2,1284;

Flem) = f(2,1284) = —— + 84 — 5 — f(2,1284) = —0,000004.

2,1284

Dessa vez, x = 2,1284 ¢ um zero da funcdo, porque
|f(2,1284)| = 0,000004 > & = 0,001.

Porém foram necessarias 11 iteracdes para obter a resposta do zero da
funcdo x =2,1284.

Vamos resolver o mesmo problema usando a Tabela 2.1.

Tabela 2.1 | Passos para a determinacdo de um zero de f(x) — método da bisseccdo

f@=;+x=5 Flom) = 5+ 85
" Comentarios
a b f@ | f X, fx,)
Os valores a e b sdo
determinados por
visualizacdo  grafica;  f(a)
1 3 -3 4,33 2 -05

e f(b) diferentes de zero;
calculamos x, e verificamos

que f(x,) #0 e negativo.

Como f(x) do passo anterior
€ negativo, entdo a assume

2 3 -0,5 4,33 2,5 1,65 o valor de x, porque f(a)
anterior € negativo. Aqui O

novo x, resultou em f(x ) # 0.

Nesse caso, f (x,) anterior &
positivo, entdo b assume o
2 2,5 -0,50 1,65 2,25 0,51 valordex, porque f(b) anterior
€ positivo. Aqui novamente x
resultou em f(x ) # 0.
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Mais uma vez, x=2,1270 nao
2,125 2,1289 | -0,0138 | 0,0020 | 2,1270 -0,0059 € um zero da fungao, porque
[(2,1270)|= 0,0059 > £ = 0,001.

Mais uma vez, x =2,1279 nao
2,1270 2,1289 | -0,0059 | 0,0020 | 21279 -0,0020 € um zero da fungao, porque
1f(2,1279)|= 0,0020 > £ = 0,001.

Dessa vez, x = 2,1284 ¢ um
2,1279 2,1289 | -0,0020 | 0,0020 | 2,1284 -0,000004 zero da fungdo, porque
1f(2,1284)|= 0,000004 > £ = 0,001.

Dada a funcdo f(x) = x3- x - 3, determine o Zero da Funcgdo para o
intervalo I=1[1,57; 1,79] para € =0,05.

Resposta: x=1,67

Com o conhecimento do Método da Bisseccao, vamos resolver o problema da
Suellen.

Suellen financiou um veiculo de RS 50000,00 em 48 parcelas mensais
e iguais de RS 4754,28. Ela necessita saber a taxa de juros utilizada no seu
financiamento, podendo haver uma diferenca menor ou igual a RS 0,10 no
valor da parcela; para poder orientar seu irmao que também deseja adquirir
um veiculo. Sabendo que a equacdo de calculo de financiamento € dada por:

Valor de financiamento

1-(1+taxa de juros)~ num. deparcelasy’
taxa de juros

Valor da parcela = e a taxa de juros, no

mercado para financiamento de veiculos, varia entre 9% e 10% a.m., ela solicitou a
ajuda de Carlos que determinou a taxa de juros pelo Método da Bisseccao.

Vamos aplicar a resolucado utilizada por Carlos:
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Substituindo os valores na equacdo temos:

50000

1—(1+ taxa de juros)=*8
taxa de juros

4754,28 =

Solucao:

Como desejamos descobrir a taxa de juros, vamos transformar a equacao dada
em fun¢ao de taxa de juros:

1— (1 + taxa de juros)™*®
taxa de juros

f(taxa de juros) = 4754,28 [ ] — 50000

Para maior compreenséo, vamos adotar x = taxa de juros, entdo a fungéo
passa a ser escrita:

1—(1+x)"*8
F(X) = 4754,28 [f] — 50000
a b f(a) 10 X Fx) | e=R$0,10
0,09 0,10 1981,28 | -2947,24 | 0,095 -596,87 | |f(x,)|>¢
0,09 0,095 198128 | -59687 | 0,0925 661,90 | If(x,)>¢
0,0925 0,095 661,90 -596,87 0,0938 0,02 fx)l<e

Portanto a taxa de juros aplicada no financiamento de Suellen foi de 0,0938
a.m. =9,38% a.m.

Veja que determinar um zero de f(x) significa encontrar o valor da taxa de juros
qgue soluciona a equacao anterior. Resolvendo a equacao, solucionamos o problema.
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Faca uma revisdo desse assunto acessando: <https://www.youtube.
com/watch?v=vmhifjYi/mc>. Acesso em: 28 jul. 2015.

No inicio da aplicacdo do meétodo da bissecao, a condicdao
f(a)-f(b) <0 implica em:

« Se f(a) > 0 entdo f(b) < 0; ou
» Se f(b) > 0 entdo f(a) < 0.

Isso garante a existéncia de um zero entre a e b.

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as
compare com a de seus colegas.

Instrucao

Método da Bissecgao

1 Competéncia de
fundamentos de area

Conhecer formas para calcular zeros de fungoes.

2. Objetivos de
aprendizagem

Calcular os zeros de uma funcao.

3. Conteudos
relacionados

Zeros de fungdes.
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4. Descricdo da SP

Nos ultimos anos, os verdes, aqui no Brasil, ttm sido muito
rigorosos, com temperaturas muito acima do normal, fazendo
com gue a aquisicao de aparelhos de ar-condicionado seja
muito grande, e por consequéncia 0s seus precos atingem
altas significativas, assim a aquisicdo desses aparelhos em sua
grande maioria € realizada por financiamento. Um aparelho
de ar-condicionado de 18000 Btus, cujo valor a vista € RS
2100,00, é financiado em 10 parcelas mensais e iguais a RS
297,06, com taxa de juros variando entre 643% a.m. e 7,34%
a.m., gerando a fungdo de taxa de juros f(x):

_ —10
f() = 297,062 —] - 2100. Determine a taxa de juros
aplicada na situacéo apresentada com € =R$ 0,10.

a b f@ f(b) X, f&x,)
0,0634 0,0743 51,60 -54,42 0,0689 -2,92
0,0634 0,0689 51,60 -2,92 0,0662 23,57
5. Resolugéo da SP 0,0662 0,0689 23,57 -2,92 0,0676 9,77
0,0676 | 0,0689 9,77 -2,92 0,0683 2,92
0,0683 0,0689 2,92 -2,92 0,0686 | -0,005 |-0,005| < e
Portanto a taxa de juros aplicada é de 6,86% a.m.

O Método da Bissecao ¢ utilizado para obter zeros de funcdes as quais
ndo conseguimos obter por metodos analiticos, e f (x) sempre tera
valores muito proximos de zero. Para informar-se mais sobre o assunto,
leia:  <http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/
conteudo/capitulos/capll4sl.ntml>. Acesso em: 29 jul. 2015.

Dada a fungéo f(x) = x? —i— 6, determine o Zero da Func¢do para o
intervalo I=1[2,3]ee=0,01.
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1. Determine o zero da fungdo f(x) = x® — 7,5x2 + 12x + 3 existente entre
os valores de 4,5 e 6 de x, com £ = 0,05 e assinale a alternativa correta.

a) x = 4,96.
b) x = 4,86.
c)x=597.
d) x =9,47.
e) x =5,99.

2. Assinale a alternativa que indica o zero da funcdo f(x) = —x—12—x +6

existente entre os valores 5 e 8 de x, com = 0,05.
a) x=6,95.
b) x = 7,45.
c) x=5,94.
d) x = 5,59.
e)x="7,59.

3. Determine o zero da funcao g(x) = —% + 2x + 10 existente entre os
valores 4 e 5 de x, com €= 0,05 e assinale a alternativa correta.

a) x=4,75.
b) x = 4,65.
c) x=4,03.
d) x =4,96.
e) x =4,69.

4. Determine o zero da funcéo r(t) = ef + (ln(t))_1 — 10 existente entre
os valores 2 e 3de t, com £ = 0,05 e assinale a alternativa correta.
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a) t=2,84.

b) t =2,16.
c) t=2,67.
d) t=2,89.
e) t=2,58.

5. Assinale a alternativa qule indica o zero da funcao
z(k) = (k% + 0,7k-8)(k? + 2k-35)  existente entre os valores -4 e -3 de

k, com e=0,01.
a) k= 3,25.

b) k= -3,52.

c) k= -3,15.

d) k=3,532.

e) k= -3,25.

6. Considerando a funcdo f(x) = 0,25x* + 2x3-7,5x% + 3, determine dois
de seus zeros, um existente entre os valores 0 e 1,5, e o outro existente

entre os valores —1,51 e O de x, com £=0,10.

7. Determine o zero da funcdo f(x) = x2-2x72/3 + 5 existente entre os
valores 0 e 1 de x, com €= 0,05.
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Secao 2.2

Método da falsa posicao

Dialogo aberto

Na secao anterior, estudamos o metodo da Bisseccao em que tivemos a
oportunidade de ver que ele nos leva a uma resposta aproximada do zero de uma
fungao, por meio da média aritmética dos extremos dos intervalos das iteragdes.
Nesta secao, continuamos estudando a obtencdo do zero de uma fungao, porem
fazendo uso do Método da Falsa Posicdo que aplica a mesma técnica do metodo
anterior, mas usando a média ponderada. A nossa situacdo problema continua
sendo o problema da Suellen, mas que sera resolvido pelo seu amigo Pedro que
empregara o metodo da Falsa Posic¢do.

Relembre o problema: Suellen financiou um veiculo de RS 50000,00 em 48
parcelas mensais e iguais de RS 4754,28. Ela necessita saber a taxa de juros utilizada
no seu financiamento, podendo haver uma diferenca menor ou igual a RS 0,10
no valor da parcela. Ao determinar a taxa de juros, ela podera orientar seu irmao
que também deseja adquirir um veiculo. Sabendo que a equagao de calculo de

Valor de financiamento

1-(1+taxa de juros)~ im. deparcelasy:
taxa de juros

financiamento é dada por: Valor da parcela =

a taxa de juros, no mercado para financiamento de veiculos, varia entre 9% e 10%
a.m. Pedro, amigo de Suellen, ajudard na obtencdo da taxa de juros utilizando o
Meétodo da Falsa Posicao.

Coloque-se agora no lugar de Pedro: o que vocé precisa fazer para resolver o
problema utilizando meétodo da falsa posi¢gao?

Esperamos que ao final desta secdo, vocé perceba que a técnica aplicada nesse
metodo € a mesma da se¢do anterior; a mudancga que ocorrera € forma de calcularx_.
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Método da Falsa Posicao

Vocé vera que 0s conceitos iniciais sao idénticos aos explorados na secao
anterior. Nesse método, faremos uso da média ponderada dos extremos de cada
intervalo das iteragdes, € a cada uma das iteragdes o intervalo diminui. O zero da
funcéo, que é o valor de x, tal que f(x) = 0, serd a média ponderada dos extremos
do ultimo intervalo determinado, quando |f(x, )| < ¢.

O método de estudo novamente ndo nos fornecerd uma resposta x onde f(x)
sera exatamente zero, mas proximo de zero.

Determinando o Zero da Funcgdo f(x) num intervalo I = [a, b], utilizando o critério
de parada |f(x )| < €, 0 método da falsa posicdo estabelece os seguintes passos:

1. f(a) - f(b) < 0, garante a existéncia do Zero da Fungéo entre a e b;
5 = bf@=-ar®)

= |
e Falsa Posicdo)

Aqui esta a diferenca entre os Métodos da Bissecao

3. |fx, )] <& entdox, ¢ o Zero daFungdo, e fim de calculo

|f(x )| > & entdox ndo ¢ o Zero da Funcdo, e deveremos prosseguir
0s calculos da seguinte forma:

Se |f(x )| <0 e f(a) <0 entdox devera substituir a;
Se |f(x )| <0 e f(b) <0 entdo x_devera substituir b;
Se |f(x,)] >0 e f(a) > 0 entdo x_ devera substituir a;
Se |f(x )| > 0 e f(b) > 0 entdo x_ devera substituir b.
4. Apos a determinagcao do novo intervalo, retornamos ao passo 2.

Esses passos sao repetidos até que o critério de parada seja satisfeito.
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Para ampliar seu conhecimento, acesse: <https://www.youtube.com/
watch?v=QPdPv0ls-j4>. Acesso em: 24 jul. 2015.

Agora, veja um exemplo de aplicacdo do metodo da falsa posi¢ao:

Dada a funcéo f(x) = i + x2 — 5, determine o zero dessa funcdo, ou
a raiz, ou ainda, o valor que fard que ela, a fungédo f (x), seja igual a
zero, no intervalo de xde 1 a 3, para € = 0,001.

Vamos resolver:

12 lteracdo.a=x=1eb=x=3

entao:

a=1;

F@=f(W=1+12 =5 f(a) = -3
b=3;

fB)=7rB3)= %+ 32 -5 f(a) = 4,3333

_bof(@—a-f(b) | 3-(=3)—1-43333 B
mE T @ - f) ™ T T —3-4,3333 m= 5

flx,) = f(1,8182) = +1,81822 — 5 — f(x,,) = —1,1442

1,8182

If (x )| = 1,1442 > £ = 0,001

Como |f(x,)] = -1,1442 < 0 entdo x = 1,8182 devera substituir a,
porque fla) =-3 < 0.
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22 Iteracdo: Recomecaremos os calculos com a = 1,8182 e b = 3,
entdo f(a) = -1,1442 e f(b) = 4,3333.

_b-f(a)—a-f(b) 3-(—1,1442) — 1,8182 - 4,3333
ST @ -y 11442 — 43333

- X, = 2,0651

FGem) = £(2,0651) = +2,06512 — 5 > f(xp,) = —0,2513

2,0651

If (x )| = 0,2513 > & = 0,001

32 Iteracao: Mais uma vez, teremos que recomecar os calculos. O
valor x = 2,0651 substituira o extremo a porque f (x, ) = -0,2513 <
0efla)=-1,1442<0.

a=2,0651eb=3; fa) =-0,2513 e f(b) = 4,3333

_b-f(a)—a-f(b) _3+(—0,2513) — 2,0651 - 4,3333
ST @ -y ™ 0,2513 — 43333

- Xy = 2,1163

Fen) = f(2,1163) = +2,11632 — 5 - f(x,,) = —0,0487

2,1163

[f(xm)| =0,0487>=0,001
42 |teracdo: Novamente teremos de reiniciar os calculos, com a =
2,1163, b =3, f{a) =-0,0487 e f(b) = 4,3333

_b-f(a)—a-f(b) _3-(—0,0487) — 2,1163 - 4,3333
R ¢ P75 B 00487 — 43333

- X = 2,1261

Flem) = £(2,1261) = +2,12612 — 5 > f(x,,) = —0,0092

2,1261

[f(xm)l =0,0092>¢=0,001
52, lteracdo: Novamente teremos de reiniciar os calculos, com a =
2,1261, b =3, f{a) =-0,0092 e f(b) = 4,3333

_b-f(a)—a-f(b) ~3-(=0,0092) — 2,1261 - 4,3333
mT T @ —f) T —0,0092 — 43333

- X = 2,1280
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+2,12802 — 5 = f(x,,) = —0,0017

fGem) = £(2,1280) = 7=

[f (x )| = 0,0017 > & = 0,001

62 lteracao: Novamente teremos de reiniciar os calculos, com a =
2,1280, b =3, f{a) =-0,0017 e f(b) = 4,3333

b-fla)—a-f(B) 3+ (=0,0017) — 2,1280 - 4,3333
= =
ST R —fy —0,0017 — 43333

- X = 2,1283

_ — 2 _ S
fGom) = £ (2,1283) = 5o0m 4 212837 = 5 = £ (x) = —0,0003

f (x )] = 0,0003 < & = 0,001

Portanto x =2,1283 é o zero da funcdo; nesse método foram
necessarias seis iteracdes para se obter a resposta, enquanto que no
método da Bissecdo, estudado na se¢do anterior, foram necessarios
onze iteracdes, podemos dizer que o método da Falsa Posicdo
apresenta uma convergéncia mais rapida.

O termo convergéncia, no estudo zeros de uma funcdo, significa que a
cada iteragdo f (x) se aproxima de zero; e a velocidade de convergéncia esta
correlacionada ao numero de iteracdes necessarias para atingir o zero da funcao,
quanto menor o numero de iteragcdes. Maior a velocidade de convergéncia, quanto
maior o numero de iteracdes menor a velocidade de convergéncia.

Resolvendo com auxilio de tabela:

Tabela 2.2| Passos para a determinagéo de um zero de f(x) — método da falsa posicdo

fl)y=;+x2-5 FO) = o+ 2 =5
a b f(a) f(b) X, fx,) Comentarios
[f(x )| = 1,1442 > £ = 0,001
1|3 3 43333 | 18182 11442 Comofix,) =-1,1442 <0 entéo
/ ' / x, = 1,8182 devera substituir a,
porque fla) =-3<0.

Raizes 83



[f(xm)| = 0,2513 > ¢ = 0,001
Mais uma vez teremos que

recomegar os calculos. O valor x
= 2,0651 substituird o extremo
a porque f(x ) =-0,2513 <0 e
fla) =-1,1442<0.

18182 | 3 -1,1442 4,3333 | 2,0651 -0,2513

[f(xm)| =0,0487 > ¢=10,001.
Novamente teremos de reiniciar

20651 | 3 -0,2513 | 4,3333 | 21163 -0,0487 05 calculos, com a = 2,1163, b =

3, f(a) = -0,0487 e f(b) = 4,3333

[f(x )| = 0,0092 > & = 0,001

Novamente teremos de reiniciar

21163 | 3 |-0,04874 | 4,3333 | 2,1261 -0,0092 os calculos, com a=2,1261, b=

3, f(a) =-0,0092 e f(b) = 4,3333

[f(xm)| =0,0017 >&¢=10,001.
Novamente teremos de reiniciar

21261 | 3 |-000923| 43333 |2,1280 -0,0017 05 calculos, com a = 2,1280, b =

3, fla) =-0,0017 e f(b) = 4,3333

If(x )] = 0,0003 > £ = 0,001.
2,1280 3 -0,0020 4,3333 2,1283 -0,0003 Portanto x = 2,1283 ¢ o zero da
funcdo.

Dada a funcéo f(x) = x* - x - 3, determine o Zero da Fung¢do para

o intervalo I = [1,57; 1,79] e € = 0,05, utilizando o Método da Falsa
Posicao.

Como aprendemos o Método da Falsa Posicao, entdo veja como Pedro deve
resolver o problema da Suellen.

Suellen financiou um veiculo de RS 50000,00 em 48 parcelas mensais e iguais
de RS 4754,28. Ela necessita saber a taxa de juros utilizada no seu financiamento,
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podendo haver uma diferenca menor ou igual a RS 0,10 no valor da parcela.
Conhecendo a taxa de juros, ela podera orientar seu irmao que também deseja
adquirir um veiculo. Sabendo que a equacdo de calculo de financiamento é dada

Valor de financiamento

1—(1+taxa de juros)~ um. de parcelasl
taxa de juros

por: Valor da parcela = ;e a taxa de juros, no

mercado para financiamento de veiculos, varia entre 9% e 10% a.m. Pedro, amigo
de Suellen ajudou na obtencdo da taxa de juros utilizando o Método da Falsa
Posicao.

A funcdo da taxa de juros € mesma desenvolvida na secao anterior:

1—-(14x)"8
f(x) = 4754,28| ——— "2 | _50000.
x
a b f(a) f(b) X, fx,)
0,09 01 1981,279 | -2947,24 | 0,09402003 | -110,423
0,09 0,094 | 1981279 | -10039 | 0,0938071 | -3,5513
0,09 0,09381 | 1981279 | -501159 | 0,0938004 | -0,17695
009 | 00938004 | 1981279 | -0,18348 | 0,0938000 | -0,00648 | |f(x )| =0,006<z=R$0,10

Portanto, a taxa de juros aplicada no financiamento de Suellen foi de 0,0938
am. = 9,38% a.m., Carlos e Pedro chegaram a mesma conclusdo, fazendo uso de
metodos diferentes, Método da Bissec¢ao e Método da Falsa Posicdo.

O Método da Falsa Posicdo, com relagédo ao Método da Bisseccdo, na maioria
dos casos, converge mais rapido; no caso em que estamos estudando, ele
convergiu com uma iteragcao a mais, mas foi mais preciso.

-
El Lembre-se

No Método da Falsa Posicdo:
L _bf@=—af®)
" f(a) - f(b)
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Quanto mais vocé pesquisar e ler sobre o assunto, maior sera sua
compreensdo. Por isso, acesse: <http://www.di.ubi.pt/~cbarrico/
Disciplinas/ComputacaoCientifica/Downloads/Capitulo%202%20-%20
Metodos%s20Numericos.pdf>. Acesso em: 29 jul. 2015.

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as
compare com a de seus colegas.

“Método da Falsa Posicdo”

1 Competéncia de

, Conhecer formas para calcular zeros de funcdes.
fundamentos de area

2. Objetivos de

. Calcular os zeros de uma funcéo.
aprendizagem

3. Conteudos

. Zeros de funcoes.
relacionados

Nos ultimos anos, os verdes, aqui no Brasil, ttm sido muito
rigorosos, com temperaturas muito acima do normal, fazendo
com qgue a aquisicdo de aparelhos de ar-condicionado seja
muito grande, e por consequéncia Os seus precos atingem
altas significativas, assim a aquisicao desses aparelhos em sua
grande maioria € realizada por financiamento. Um aparelho
4. Descri¢ao da SP de ar-condicionado de 18000 Btus, cujo valor & vista é RS
2100,00, ¢ financiado em 10 parcelas mensais e iguais a RS
297,06, com taxa de juros variando entre 6,43% a.m. e 7,34%
a.m., gerando a fun¢do de taxa de juros f(x):

f@) =207,06[F"] — 2100 Determine  a  taxa
de juros aplicada na situacdao apresentada com
£=R$0,10.
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5. Resolugao da SP

Nesse caso, a taxa de juros, que desejamos determinar, é o
Zero da Funcdo, entdo aplicaremos as teorias apresentadas
nesta secao:

1 f(a)-f(b) <0, garante a existéncia do Zero da

S Xy =

. Apos a determinacdo do novo intervalo, retornamos

Esses passos sao repetidos até que o critério de parada seja

Funcéo entre a e b;

_ bf@-asr®)
fl@)-r D)
Métodos da Bissecdo e Falsa Posicao)

(Aqui esta a diferenca entre os

[fx,)| <€ entdox € o ZerodaFuncdo, e fimde calculo

[ftx,)] > & entdo x, ndo € o Zero da Funcdo, e
deveremos prosseguir os calculos da seguinte forma:

Se flx,) <0 e f{a) <0 entdo x, devera substituir a:
Se flx,) <0 e f(b) <0 entdo x, devera substituir b;
Se flx,) >0 e f(a) > 0 entdo x_ devera substituir a;

Se flx,) >0 e f(b) > 0 entdo x, devera substituir b.

a0 pPasso 2.

satisfeito.
a b f(a) f(b) X, fx,)
0,0634 0,0734 51,59545 -45,9753 0,0687 -0,98
0,0634 0,0687 51,59545 -0,9791 0,0686 -0,005

a.m.

A taxa de juros aplicada na situacdo apresentada ¢ de 6,86%

O Método da Falsa Posicdo é muito parecido com Método da Bisseccao,
eles se diferem pela forma de calcular X, na Bisseccao € efetuada a
meédia aritmética e na Falsa Posicao calcula-se a média ponderada.

Para aprofundar-se no assunto, leia: <http://www scielo.br/pdf/ciedu/

v10n3/16.pdf>. Acesso em: 29 jul. 2015.
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Dada a fungdo f(x) = x2 —i— 6, determine o Zero da Fungao para o
intervalo I =[2,3] ee=0,01.

Resolva exercicios a sequir aplicando o Método da Falsa Posicao.

1. Determine o zero da fungdo f(x) = x® — 7,5x2 + 12x + 3 existente entre
os valoresde 4,5 e 6 de x, com €= 0,05 e assinale a alternativa correta.

a) x =4,96.
b) x = 4,86.
c)x=597.
d) x =9,47.
e) x =5,99.

2. Assinale a alternativa que indica o zero da funcao f(x) = —%—x +6
existente entre os valores 5 e 8 de x, com £ = 0,05.

a) x =6,95.
b) x = 7,45.
c) x=5,97.
d) x =5,59.
e)x=7,59.

3. Determine o zero da funcao g(x) = —% + 2x + 10 existente entre os

valores 4 e 5 de x, com €= 0,05 e assinale a alternativa correta.
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a) x=4,75.

b) x = 4,65.
c) x=4,03.
d) x =4,96.
e) x=4,70.

4. Determine o zero da funcdo r(t) = et + (In(t))”" — 10 existente entre
osvalores 2 e 3det, com &= 0,05 e assinale a alternativa correta.

a) t=2,84.
b) t =2,16.
c) t=2,67.
d) t =2,89.
e) t=2,58.

5. Assinale a alternativa qule indica o zero da funcao
z(k) = (k% + 0,7k-8)(k? + 2k-35)  existente entre os valores -4 e -3 de

k, com &= 10,01.
a) k=3,25.

b) k= -3,52.

c) k= -3,15.

d) k=3,532.

e) k= -3,25.

6. Considerando a funcdo f(x) = 0,25x* + 2x3-7,5x% + 3, determine dois
de seus zeros, um existente entre os valores 0 e 1,5, e o outro existente

entre os valores —1,51 e O de x, com €= 0,10.
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7. Determine o zero da fungdo f(x) = x2-2x~2/3 + 5 existente entre os
valores O e 1 de x, com £=0,05.
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Secao 2.3

Método iterativo linear

Dialogo aberto

Nesta secao, prezado aluno, novamente iremos tratar sobre Zero da Funcao,
porém aprenderemos determina-lo pelo Método lIterativo Linear (MIL), também
conhecido como Método do Ponto Fixo (MPF); esse método tem como vantagem,
em relagdo aos métodos anteriores (Bisseccdo e Falsa Posicdo), a velocidade de
convergéncia, ou seja, © quao rapido nos aproximamaos do zero da funcdo. Vale
ressaltar que o uso desse método deve ser evitado em funcdes exponenciais,
logaritmicas e trigonomeétricas.

O Método lterativo Linear, também como os metodos estudados nas secdes
anteriores, fornece-nos um f(x) muito préoximo de zero, mas ndo exatamente zero.

O problema de estudo ainda sera o problema da Suellen que deseja saber a taxa
de juros imposta no financiamento da compra de seu veiculo e outro amigo, Jose,
ajudara a determinar essa taxa fazendo o uso do Método lIterativo Linear (MIL).

Vocé devera colocar-se no lugar de Jose, sendo assim: O que sera necessario
para que tenha condicdes de resolver o problema proposto utilizando o Método
lterativo Linear (MIL)?

Acreditamos que ao término desta secdo vocé perceba que uma das diferencas
desse método ¢ a necessidade da funcdo iterativa, que nao houve nos anteriores e
que, em alguns casos, ele converge mais rapido.

Nao pode faltar

Método lterativo Linear (MIL)

Seja uma funcgao f(x) da qual desejamos conhecer x para o qual f(x) =0, ou seja,
desejamos conhecer o zero dessa funcdo num intervalo I = [a, b]. E nesse intervalo [
existe o zero da fungdo porque f(a) <0e f(b) >0, ou f(a)>0ef(b) <O0.
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Para determinar o Zero da Funcéo f (x) num intervalo I = [a, b], para |[f (x )| < &,
pelo MIL devemos:

1. f(x) tem que ser transformado em f(x) = g(x) - x,
onde g(x) é chamada funcao iterativa;

2.Sef(x)=0

entdo, substituindo f(x) por zeroem f(x) = g(x) - x,
podemos dizer que 0 = g(x) - x

e assimx=g(x);

3. Com isso determinamos:

x ., =9(x,) > Funcdo Iterativa;

4. Vamos iniciar os calculo por a, sendo a = x_, onde X, € um valor
atribuido pelo pesquisador, que ¢ um "chute” direcionado para ser o
mais préximo quanto possivel do zero. Entdo calculamos f (x,):

5.Se |f(x,)| < € entdo x,, € o zero da fungdo;

6. Se |f (x,)] > € entdo x, ndo € o zero da fungdo; desse modo,
continuaremos os calculos fazendo uso de X, onde;

7. x, € obtido utilizando a equagdo x,_ ., = g(x,). ficando dessa forma
X, =g,

8. Tendo x,, calculamos f (x,):
9. Se |f(x,)| < € entdo x, € o zero da fungao;

10. Se [f (x,)| > € entdo x, ndo ¢ o zero da fungdo e, mais uma vez,
continuaremos os calculos fazendo uso de x,, onde;

11. x, € obtido utilizando a equagdo x, ., = g(x,), ficando dessa forma
X, =g(x):

12. Tendo x,, calculamos f (x,);

13.Se |f (x,)| < € entdo x, € o zero da fungdo;
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14 Se |f (x,)| > € entdo x, ndo € o zero da fungdo e, mais uma vez,
continuaremos os calculos fazendo uso de X,

15. Essa sequéncia deve ser repetida até que |f (x,)| < . Enquanto
If (x,)| > & retornamos ao passo 7.

Para que vocé possa ter maior compreensao, leia: <http://wwwl.
univap.br/spilling/CN/apostila2.pdf>. Acesso em: 29 jul. 2015.

Agora veja um exemplo de aplicacdo do Método lIterativo Linear:

Dada f(x) =i+x2 — 5, determine o zero dessa funcdo, ou as raizes,
ou ainda o valor que fard ela, a funcédo f (x), igual a zero, para € =
0,001, no intervalo de 1 a 3 de x.

Vamos realizar os procedimentos passo a passo para compreender a
aplicacao da teoria:

« f(%) tem que ser transformada em f(x) = g(x) - x:

Se f(x) = i + x? — 5 e nossa intencdo é f(x) = 0 entéo,

l4x?-5=0-x2=-2455x=+ ’—1+5;
X X X

Assim, g(x) = & ’—i+ 5 atende a condicdo x = g(x).
e Com isso determinamos:

x  =g(x) > Funcdo lterativa;

’ 1
xn+1= _Z+5

12 [teracdo: Vamos iniciar os calculos com X,= 2, o valor médio dos

Raizes



extremos do intervalo dado, e entdo calculamos f(x,). sendo x = 2,
temos:

fOr) =F+22 =5 fl) = +x =5 f(1) =3+ 2 =5,
fx) =f(2)=-05.

Se |f (x,)| > € entdo x, ndo € o zero da fungdo e continuaremos os
calculos fazendo uso de x;

|f (x,)| =-0,5>&=0,001, entdo continuaremos os calculos fazendo
uso de x,, onde;

22, Iteracdo: x, € obtido utilizando a equacdo x,,, = g(x ), ficando
dessa forma x, = g(x,):

Xnp1 = 9(Xn) > Xpyq = _;‘*' 5.

x1 = g(xg) > x; = /—i+5 > X = ’—%+5 - x; = 2,1213;

Calculamos f(x,);

1 1
=— 25 2,1213) = ———+2,12132 -5
[ =+ 28 =5 > 21218 = 7om 42

1
2,1213

f(x) =f(2,1213) = -0,0286.

f(2,1213) = +2,12132 — 5;

Se |f (x,)| > € entdo x, ndo € o zero da funcdo e continuaremos os
calculos fazendo uso de x,;

If (x,)] = -0,0286 > ¢ = 0,001 entdo continuaremos os calculos
fazendo uso de x,, onde;

32 Iteracdo: x, ¢ obtido utilizando a equacgado x = g(x ), ficando
dessa forma x, = g(x,):

’ 1
X1 = G(Xn) = Xpyp1 = _Z-I-S;
1 1
%y =g(%) > %2 = \}_2,1213 t5-x, = \}_2,1213 +5 - x; =2,1281;

Calculamos f(x,):
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1 1
=— 2_5 2,12) =——+42,1281%2 -5
f(xz2) x2+x2 - f(2,12) 2,1281+ ;

£(2,1281) =

1 2 _ .
o + 2,1281 5:

f(x) =f(2,1281) = -0,0015 .

Se |f (x,)| > € entdo x, ndo € o zero da funcdo e continuaremos os
calculos fazendo uso de x,;

If x,)| = 0,0015 < & = 0,001 entdo continuaremos os calculos
fazendo uso de x,, onde;

42 lteracdo: x, € obtido utilizando a equacdo x ., = g(x,). ficando
dessa forma x, = g(x,):

’ 1
Xn+1 = g(xn) = Xp4y1 = _Z‘F 5,'
x3=9g(x3) > x3 = ’_x_12+5 - X3 = ,_mﬁ-l_s - x5 = 2,1284;

Calculamos f(x,):

1 1
= — 2 _ - 2 _
f(x3) P 55 f(2,1284) 21765 T 21284 5

£(2,1284) =
f(x,) =£(2,1284) = -0,0001.

1 2 _ k-
S +2,1284“ - 5;
Se |f(x )| < e entdo x, € o zero da fungdo:

f (x,)| = 0,0001 < & = 0,001

Portanto x, = 2,1284 ¢é o zero da fungao.

Observando o numero de iteracdes realizadas nos métodos das
secOes anteriores, 2.1 e 2.2, para esse tipo de problemas, o MIL
apresenta uma velocidade de convergéncia maior, pois apresentou
quatro iteracdes.

Agora resolveremos 0 mesmo problema fazendo uso de uma tabela, a Tabela 2.3.
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Tabela 2.3 | Passos para a determinacdo de um zero de f (x) — Método lterativo Linear

1
f(xn)=z+1.2.—5 Xpe1 = —%2+5
X Comentarios

If )| = 0,5 > &= 0,001 entéo continuaremos
X 2 -0,5000 21213 X
os calculos fazendo uso de x;

[f(x)|=0,0286 >£= 0,001 entdo continuaremos
X 21213 -0,0286 21281 X
os calculos fazendo uso de X,

[f(x,)| =0,0015>¢£= 0,001 entdo continuaremos
X 21281 -0,0015 21284 X
os calculos fazendo uso de X,

[f (x,)| = 0,0001 > &= 0,001 e fim dos calculos.
X 2,1284 -0,0001

Portanto X, = 2,13 ¢ o zero da fungdo.

Determine o Zero da Fungdo pelo Método lIterativo Linear para f(x) =
x}*-x-3, nointervalo I =[1,57; 1,79] para ¢ = 0,05.

Tendo o conhecimento do Método Iterativo Linear, entdo veja como Jose deve
resolver o problema da Suellen.

Suellen financiou um veiculo de RS 50000,00 em 48 parcelas mensais
e iguais de RS 475428 Ela necessita saber a taxa de juros utilizada no seu
financiamento, podendo haver uma diferenca menor ou igual a RS 0,10 no
valor da parcela; para poder orientar seu irmao que também deseja adquirir
um veiculo. Sabendo que a equacdo de calculo de financiamento é dada por:

Valor de financiamento

1-(1+taxa de juros)~ num. deparcelasy’
taxa de juros

Valor da parcela = e a taxa de juros, no

mercado para financiamento de veiculos, varia entre 9% e 10% a.m., ela solicitou
a ajuda de José que utilizou o Método lIterativo Linear para determinar a resposta
solicitada.
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Sendo a fung¢ao da taxa de juros a mesma vista nas secdes anteriores:

F(x) = 475428 [ﬂ] — 50000.

Vamos determinar a fungéo iterativa g(x) = x:

fx)=0:

4754,28—4754,28(1+x)"*®-50000x
X

1- (1+x) =i

4754 28[ ] ~ 50000 = 0 - = 0;

4754,28 — 4754,28(1 + x)~*8 — 50000x = 0 — 50000x = 4754,28 — 4754,28(1 + x)~*%;

4754,28-4754,28(1+x) 48
= - x = g(x).
50000

Entdo:

Fx,) = 475428[M] 50000

4754,28—4754,28(1+x,,) 18
xn+1 - g(xn) - xn+1 - 50000 .

Inicialmente faremos x, = a = 0,09

4754,28 — 4754,28(1 + x,)~*°

1-(14x,) %8
. flom) = 475428 . ] - 50000 Comontarios P L
f(xn) X1
If (x,)] = 1981,28 > & = 0,10
X 0,09 1981,28 entdo  continuaremos  os| 0,0936 X,

calculos fazendo uso de x;

|f(x)]| =100,80>¢=0,10 entdo
x, [ 0.0936 100,80 continuaremos  os  calculos| 0,0938 X,

fazendo uso de x,
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[f(x)|=0,02>¢e=0,10
0,0938 0,02 Portanto x, = 9,38% a.m. é o
zero da fungdo.

Agora faremos com x, = b= 0,10, com o intuito de demonstrar que se pode
iniciar por a ou por b.

_48- _ —48
) = 475428 [2E0™] o000 1., = 75028 4754,28(1 + x,,)
X, ] Comentarios ’ 50000
f (Xn) Xn+l
If (x)| = 2947,24 > £ = 0,10
0,10 -294724 entdo continuaremos  0s 0,0941 X

calculos fazendo uso de x,
If x)| = 150,45 > £ = 0,10
0,0941 -15045 entdo continuaremos  0s 0,0938 X
calculos fazendo uso de x,
[f(x)|=002<¢

0,0938 0,02 Portanto x, = 9,38% a.m. é o
zero da fungdo.

José também chegou a mesma de taxa de juros que Carlos e Pedro; no valor
de 9,83% a.m. e cada um deles aplicou um método diferente. Foi possivel observar
gue o Método lterativo Linear, com trés iteragcdes, convergiu mais rapido que os
Métodos da Bisseccdo (quatro iteragdes) e o da Falsa Posicdo (cinco iteragdes).

Para o seu melhor entendimento, leia: <http://wwwl.univap.br/spilling/
CN/apostila2.pdf>. Acesso em: 29 jul. 2015.

1. f(x) tem que ser transforma em f(x) = g(x) - x,
onde g(x) ¢ chamada fungéo iterativa.

2.Se f(x) =0,
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entdo, substituindo f(x) por zero em f(x) = g(x) - x,
podemos dizer que 0 = g(x) - x

e assim x = g(x).

3. Com isso determinamos:

x ., =9(x) > Funcdo lterativa;

Vamos iniciar os calculos por x, e entdo calculamos f (x,).

Os calculos prosseguem até que o critério de parada seja satisfeito.

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as
compare com a de seus colegas.

Determinando o zero pelo método iterativo linear

1. Competéncia de
fundamentos de area

Conhecer formas para calcular zeros de fungdes.

2. Objetivos  de
aprendizagem

Calcular os zeros de uma fungao.

3. Conteudos
relacionados

Zeros de funcdes.

4. Descricdo da SP

Nos ultimos anos, os verdes, aqui no Brasil, tém sido muito
rigorosos, com temperaturas muito acima do normal, fazendo
com que a aquisicao de aparelhos de ar-condicionado seja
muito grande, e por consequéncia 0s seus precos atingem altas
significativas, assim a aquisicao desses aparelhos em sua grande
maioria € realizada por financiamento. Um aparelho de ar-
condicionado de 18000 Btus, cujo valor a vista é RS 2100,00, ¢
financiado em 10 parcelas mensais e iguais a RS 297,06, com taxa
de juros variando entre 6,43% a.m. e 7,34% a.m., gerando a fungdo
de taxa de juros f (x):

f(x) =297,06 [1'(1+‘)_m] — 2100. Determine a taxa
de juros aplicada na  situacdo  apresentada @ com
£=R$0,10, aplicando o Método lterativo Linear.
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Neste caso, a taxa de juros que desejamos determinar € o Zero da
Funcdo, entdo aplicaremos as teorias apresentadas nessa secao:
1-(1+0)710 297,06 — 297,0(1 + x,)™1°
N f(xn)=297,06[(—”)]—2100 Xpp1 = — 2160( * %)
f&) Xu1
x, | 00643 42,53 0,0656 x,
x, | 00656 29,53 0,0665 x,
x, | 00665 20,60 0,0672 x,
x, | 00672 13,70 0,0676 X,
5. Resolugao da SP x, | 00676 977 0,0679 X,
x, | 00679 6,83 0,0681 X,
x, | 00681 4,87 0,0683 x,
x, | 00683 2,91 0,0684 X,
x, | 00684 1,94 0,0685 X,
x, | 00685 0,97 0,06853 X,
x, | 006853 0,68 0,0686 X,
x, | 00686 0,005 flx)l<e
Portanto, a taxa de juros aplicada € de 6,86% a.m.

Determine o zero da funcdo f(x) = x? — % — 6, pelo MIL nointervalo I
=[2,3]. para €= 0,01.

Resolva as atividades a seguir aplicando o Método lIterativo Linear.

1. Determine o zero da fungédo f(x) = x® — 7,5x2 + 12x + 3 existente entre
os valoresde 4, 5e 6 de x, com €= 0,05 e assinale a alternativa correta.

a) x = 4,96.
b) x = 4,86.
c)x=5,97.
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d)x=947.
e) x = 5,99.

2. Assinale a alternativa que indica o zero da funcdo f(x) = —x—lz—x +6
existente entre os valores 5 e 8 de x, com £=0,05.

a) x=6,95.
b) x = 7,45.
c) x=5,94.
d) x=5,97.
e) x=7,59.

3. Determine o zero da fungdo g(x) = -x*+ 2x + 9 existente entre os valores
2 e 3dex, come=0,05 e assinale a alternativa correta.

a)x=2,75.
b) x = 2,65.
c) x=2,03.
d) x = 2,40.
e) x=2,69.

4. Determine o zeroda funcao r(t) = tia + t2 — 15 existente entre os valores
-4 e -3 det come=0,01 e assinale a alternativa correta.

a) t= -3,284.
b) t = -3,875.
c)t= -3,670.
d) t= -3,890.

e) t= -3,587.
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5. Assinale a alternativa que indica o zero da funcdo z(k)= k°+ k - 15
existente entre os valores 1 e 2 de k, com £=0,01.

a) k=1,678.
b) k= 1,876.
c) k=1,768.
d) k=1,687.
e) k=1,786.

6. Considerando a fungdo f(x)= 3x*+ 2x + 3, determine o zero da funcao
existente entre os valores 0 e 1 de x, com €= 0,01.

7. Determine o zero da fungao f(x)=x - 2x %3 + 5 existente entre os valores
0.leldex, come=0,01.

Raizes



Secao 2.4

Método de Newton-Raphson

Dialogo aberto

Prezado aluno, nesta secao, fechamos o assunto Zero de Funcao em que
estudaremos o Método de Newton-Raphson, assim denominado por ter sido
desenvolvido por Isaac Newton (1643 — 1727), o pai do Calculo Diferencial e
Integral, e aperfeicoado pelo pesquisador Joseph Raphson (1648 — 1715).

O método que estaremos estudando € extremamente eficiente e de
convergéncia rapida, porém deveremos ter como pré-requisito o conhecimento
de derivadas; com essa habilidade, a determinagcao o Zero da Funcdo torna-se
muito simples.

Nesta secao, resolveremos, novamente, o problema da Suellen que foi auxiliada
por Samuel fazendo uso do Método de Newton-Raphson.

Relembrando o problema: Suellen financiou um veiculo de RS 50000,00 em 48
parcelas mensais e iguais a RS 4754,28. Ela necessita saber a taxa de juros utilizada no
seu financiamento, podendo haver uma diferenca menor ou igual a RS 0,10 no valor
da parcela. Ao determinar a taxa de juros, ela podera orientar seu irmao que tambem

deseja adquirir um veiculo. Sabendo que a equacado de calculo de financiamento ¢

Valor de financiamento .
, e a taxa de juros,

1—(1+taxa de juros)~ Mum. deparcelasy’
taxa de juros

no mercado para financiamento de veiculos, varia entre 9% e 10% a.m. Samuel,
auxiliou na obtencao da taxa de juros utilizando o Método de Newton-Raphson.

dada por: Valor da parcela =

Colocando-se agora no lugar de Samuel: 0 que vocé precisa fazer para resolver
o problema fazendo uso do método de Newton-Raphson?

Esperamos que ao final desta secdo vocé perceba que a técnica aplicada neste
meétodo € a que apresenta maior velocidade de convergéncia e maior precisao.

Raizes
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Método de Newton-Raphson

Seja f (x) uma fungéo que desejamos determinar o Zero e x = X, um valor de
que esta proximo do Zero da Funcado, que chamamos de valor inicial. O méetodo
de Newton-Raphson, segue 0s seguintes passos:

Raizes

1.Se|f(x)| <eentdox € o ZerodaFungdo.
2.5e |[f(x,)| > ¢eentdo x ndo € o Zero da Fungdo;
Portanto devemos determinar x_ .

3. Para determinar x,,, devemos usar a funcao iterativa:

f(xn)
xn+1 = xn - f"(xn).

4. Se |f(x

w1 >¢gentdox  ndo e o Zero da Fungdo;

Portanto devemos retornar ao passo 3. Caso contrario, encerramos
os calculos.

Detalhando a teoria:

1.Se |f(x,)| < eentdo x, € o Zero da Funcdo.
2.5e |f(x,)| > € entdo x, ndo € o Zero da Funcao;
Portanto devemos determinar x,.

3. Para determinar x, devemos usar a fungao iterativa:

flxn) .
x‘n+1 = xn - f’(xn)l

Ficando dessa forma:

_ f(x0)
1= X0~ frixe)

4.Se |f(x,)| < € entdo x, € o Zero da Fungdo.



5.Se |f(x,)| > € entdo x, ndo € o Zero da Funcao;

Portanto devemos determinar X,, sendo:

_ fx1)
2= _f’(x1).

6.5e |f(x,)| < € entdo x, € o Zero da Funcéo.

7.Se |f(x,)| > € entdo x, ndo € o Zero da Funcdo e determinamos x,
para iterar novamente.

Devemos continuar as iteragdes até |f(x )| <eex é o Zeroda Fungdo.
n n

Em busca do conhecimento, leia: <http://www?2.sorocaba.unesp.br/
professor/amartins/aulas/numerico/nr.pdf>. Acesso em: 05 ago. 2015.

Dada f(x) = £+x2 — 5, determine o zero dessa fun¢do, ou as raizes,
ou ainda o valor que fard ela, a funcdo f (x), igual a zero, para € =
0,001, nointervalo de 1 a 3 de x.

Lembrando que x, € um valor atribuido pelo pesquisador, que € um
‘chute” direcionado para ser 0 mais proximo quanto possivel do zero,
vamos adotar como x,, o valor medio dos extremos do intervalo, ou
sejax, =2

1
f(xn):x_"'xrzl_s

n

_ f(xn
fr(xn)
Entdo, para facilitar a derivagdo, escrevemos f(x,) = x5 + x2 — 5, assim:

Para obter a fungao iterativa: Xp41 = X, precisamos de f'(x,).

r —_ '/ 1
f(xy) = _xn2 +2x, = f'(x,) = ) + 2,
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A funcdo iterativa fica definida dessa forma:

1, .2

ey S TS

n+1 n f'(xn) n _lz+2xn-
xn

Iniciando os calculos:

12 [teracdo: X, = 2

fa) = - +x3 =5 ) = =+ x5 —5 - f() =;+2* =5,
n 0 .

fx) = f(2) = =3 > f(x,) = —0,5;

If x)| = 0,5 > & =0,001 portanto deveremos calcular x, usando a
fungao iterativa:

o) =—+2 = [l = -+ 20> f (D =—5+2-2
n 0

f'(xo) = f'(2) = 3,75

fxn) f(xo)
xn+1:xn_]T;;)_’x1:xo_]T;;)_’x1:2

x, = 2,1333,

-0,5.
3,75"

22 Iteracdo: x, = 2,1333:

flx,) = 1,1 +x2-55 f(x,) = i+ x2—5 - f(2,1333) =

X

1
2,1333

+2,13332-5:

f(x,) = £(2,1333) = 0,0199 > f(x,) = 0,0199;

If (x)| = 0,0199 > £ = 0,001 portanto deveremos calcular x, usando
a funcao iterativa:

f(x,) = —é +2x, o f'(x,) = —é +2x, - f'(2,1333) = —2_11333 +2-2,1333;
f'(x)) = £'(2,1333) = 4,0469;
N A€ _ . fED _ 00199,
Xpy1 = Xp rIes) =X, =X P - x, = 2,1333 20265"
X, =12,1284.
32 Iteracdo: X, = 2,1284:
flx,) = i +x2-55 f(x,) = i +x2 -5 f(2,1284) = 2,1;84 +2,1284% — 5;
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f(x,) = f(2,1284) = 0,00003 > f(x,) = 0,00003;
If (x,)] = 0,00003 > ¢ = 0,001,

Portanto x = 2,1284 é o Zero da Funcao.

Como fizemos nas secdes anteriores, resolveremos o mesmo problema
fazendo uso de uma tabela, a Tabela 2.4.

Tabela 2.4 | Passos para a determinacdo de um zero def(x) pelo Método de Newton-
Raphson

[ =5+ 5= N R R ISP
X, Comentarios
i) ') X
If &)l = 0,50 > & = 0,001
Xy 2 -0,50 portanto deveremos calcular 375 21333

x, usando a fungéo iterativa
If (x,)] = 0,0199 > £ = 0,001
X 2,1333 0,0199 portanto deveremos calcular 4,0469 21284
x, usando a fungdo iterativa
If (x,)] = 0,00003 < & = 0,001
X 2,1284 0,00003 portanto x, = 2,1284 ¢ o zero
da funcgdo.

No mesmo problema apresentado nas sec¢des 2.1, 2.2 e 2.3, resolvido pelos
metodos da Bisseccao, Falsa Posicdo e MIL, respectivamente, foi resolvido nessa
secao 2.4 pelo método de Newton-Raphson que para esse tipo de problema
apresentou a maior velocidade de convergéncia.

Veja o quadro a sequir, com os numeros de iteracdes necessarias em cada
meétodo para se obter a solucdo. Lembrando que quanto menor 0 numero de
iteracOes maior é a velocidade de convergéncia.

Quadro com numero de iteracdes necessarias para solucionar o problema
acima em cada método estudados nas secdes 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4
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Métodos Numero de Convergéncias
Bisseccao 11
Falsa Posicao 6
Iterativo Linear 4
Newton-Raphson 3

Determine o Zero da Funcdo, pelo Método de Newton-Raphson, para
f(x) =x*-x-3, nointervalo I =[1,57; 1,79] para € = 0,05.

Com o conhecimento que adquirimos sobre o Método de Newton-Raphson
resolveremos o problema da Suellen com o auxilio de Samuel.

Suellen financiou um veiculo de RS 50000,00 em 48 parcelas mensais
e iguais de RS 4754,28. Ela necessita saber a taxa de juros utilizada no seu
financiamento, podendo haver uma diferenca menor ou igual a RS 0,10 no
valor da parcela; para poder orientar seu irmao que também deseja adquirir

um veiculo. Sabendo que a equacdo de calculo de financiamento é dada por:

Valor de financiamento

1-(1+taxa de juros)~ Mum. de parcelasl
taxade juros

Valor da parcela = . e ataxa de juros, no mercado

para financiamento de veiculos, varia entre 9% e 10% a.m., ela solicitou a ajuda de
Samuel que resolveu o problema pelo Método de Newton-Raphson.

Sendo a funcado da taxa de juros a mesma vista nas secdes anteriores:

—50000.

1—(1+x)™*8
F(x) = 4754,28 [f]

Para facilitar a derivacdo, podemos reescrever a funcao assim:
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475428 — 4754,28(1 + x)~*8
f(x) = ~ A+ £0000 - F(x) = (%) — 50000

Desenvolvendo a derivacao:

4754,28 — 4754,28(1+x)"®u  uy' u'v—w
LY ] e

u = 4754,28 — 4754,28(1 + x)~*®
u' = 0— (—48)4754,28(1 + x)~* - 1 > v’ = 228205,44(1 + x)~*°

v=X
v=1
Sendo
U
F(x) = (;) — 50000
entdo
u'v —ur'
flix) = 0z 0
, 228205,44(1 + x)~*%x — [4754,28 — 4754,28(1 + x)™*8] - 1
F6) = >
00 228205,44x(1 + x)™*% — 4754,28 + 4754,28(1 + x) 48
x) =
P

Com x4, = 0,09, temos:
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Xns1 = Xn _&
X, fx) Comentarios £ 7o)
Xn+1
1981,28 = = -
0,09 If (x| = 1981,28 > € = 0,10 portanto deve-| _g4640041 | 00937
0 remos calcular x, usando a fungdo iterativa
50,36 = = -
0,0937 IF &x)l = 50,36 > £ = 0,10 portanto devere-| _gq75155¢ | 0938
! mos calcular x, usando a fungdo iterativa
If x,)| = 0,018 < &£ = 0,10 portanto x, =
.| 00938 0,018 0,0938 é o Zero da Funcéo.

Adotando x, = 0,10, temos:

Portanto o Zero da Funcao € a taxa de juros de 9,38% a.m. que Suellen deseja saber.

JAED)

Xn+1 = Xn —m
n

X, f&) Comentarios f'(Gen)
Xn+1
010 | —2047,25 |f()1=294725>¢e=0,10portanto deveremos | _y4q14377 | 0934
0 calcular x, usando a funcgo iterativa
0,0934 201,96 [f(xl =201,96>s=0,10portantol deveremos 50674709 00938
calcular x, usando a funcdo iterativa
0,0938 0,018 [f(x2)| =0,018 < { = 0,10 portanto x,= 0,0938
€ o Zero da Funcdo

<
)

Atencao!

Segue abaixo os procedimentos basicos desse metodo:

1.Se|f(x)| <eentdox ¢ o ZerodaFuncdo.

2.5e |f(x,)| >¢eentdox ndo ¢ o Zero da Fungao;

Portanto devemos determinar X,

Raizes

Notamos que, adotando qualquer um dos valores extremos do intervalo dado,
obtivemos a mesma resposta, e também que a convergéncia foi rapida. Nos
Meétodos da Bisseccao, Iterativo Linear e de Newton-Raphson foram necessarias
trés iteracdes para se obter a resposta e no Método da Falsa Posicao foram
necessarias quatro iteracoes.




$. Para determinar x, | devemos usar a fungao iterativa:

f(xn)
Xn+1 = Xn — 1)

4.Se |f(x,,,)| >¢eentdox  ndo e o Zero da Fungdo;

Portanto devemos retornar ao passo 3. Caso contrario, encerramos os
calculos.

O Método de Newton-Raphson requer que vocé revise as técnicas
sobre derivadas. Para isso, leia: <http://wwwp.fc.unesp.br/~arbalbo/
arquivos/derivadas.pdf>. Acesso em: 2 ago. 2015.

Instrugdo
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com a de
seus colegas.

Método de Newton-Raphson

1. Competéncia de

3 Conhecer formas para calcular zeros de funcdes.
fundamentos de area

2.0Objetivosdeaprendizagem | Calcular os zeros de uma fungao.

3. Conteudos relacionados Zeros de fungoes.

Nos ultimos anos, os verdes, aqui no Brasil, ttm sido muito rigorosos,
com temperaturas muito acima do normal, fazendo com que a aquisi¢ao
de aparelhos de ar-condicionado seja muito grande, e por consequéncia
0s seus precos atingem altas significativas, assim a aquisicao desses
aparelhos em sua grande maioria € realizada por financiamento. Um
aparelho de ar-condicionado de 18000 Btus, cujo valor a vista € RS
2100,00, ¢ financiado em 10 parcelas mensais e iguais a RS 297,06, com
taxa de juros variando entre 6,43% a.m. e 7,34% a.m., gerando a fungdo
de taxa de juros f(x): .

f@x) = 297,06 =27 — 2100

4. Descri¢cdo da SP

Determine a taxa de juros aplicada na situacdo apresentada com
£=R$0,10.
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5. Resolugdo da SP

Novamente a taxa de juros, que desejamos determinar, € o Zero da
Funcao, entdo aplicaremos as teorias apresentadas nessa se¢do:

1. Se |[f(x,)| < e entdo x, é o Zero da Funcéo.
2.Se |f(x,)| > ¢eentdo x, ndo € o Zero da Fungdo;
Portanto devemos determinar x, .

3. Para determinar x,,, devemos usar a fungdo iterativa:

f(xn)
Xn+1 = Xp _T;;)-

4.Se|f(x,, )l >eentdox , ndo ¢ o Zeroda Fungdo. Portanto devemos
retornar ao passo 3. Caso contrario, encerramos os calculos.

f(x) = 297,06 =127 2100

Para facilitar a derivacao, podemos reescrever:

297,06 — 297,06(1 + x)~1°
fx) =

—2100 > f(x) = (E) ~2100

X v

Desenvolvendo a derivagao:

297,06 — 297,06(1 +x)"1° u (u)' u'v —uv'
=—- = —

x v v V2

u = 297,06 — 297,06(1 + x)~1°
u' =0 — (—10)297,06(1 + x)~11- 1 > u’ = 2970,60(1 + x)~1*

v=x
v =1
Sendo

Fx) = (%) — 50000
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entao
u'v—uv
T
x)=————0
f@ =03
, 2970,60(1 + x)~x — [297,06 — 297,06(1 + x)~1°] - 1
f'x) = 7
54
, 2970,60x(1 + x)_11 — 297,06 + 297,06(1 + x)_10
flx) = 5
X
Com xo = 0,0643, temos:
X, fx,) £ Xon
0,0643 42,526944 -10043,71 0,0685
0,0685 0,9690356 -974761 0,0686
0,0686 -0,0053791
A taxa de juros aplicada na situagcao apresentada é de 6,86% a.m.

Dada a fungdo f(x) = x2 —i— 6, determine o Zero para o intervalo [
=[2,3] e £ =0,01, fazendo uso do Método Newton-Raphson.

Resolva exercicios a sequir aplicando o Método de Newton-Raphson.

1. Determine o zero da funcéo f(x) = x3 — 7,5x% + 12x + 3 existente entre
os valoresde 4, 5e 6 de x, com €= 0,05 e assinale a alternativa correta.

a) x = 4,96.
b) x = 4,86.
c)x=5,97.
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d) x=9,47.
e) x =5,99.

2. Assinale a alternativa que indica o zero da funcdo f(x) = —x—lz—x +6
existente entre os valores 5 e 8 de x, com £ = 0,05.

a) x=6,95.
b) x = 7,45.
c) x =5,94.
d) x=5,59.
e) x=7,59.

30

3. Determine o zero da funcao g(x) = — e + 2x 4+ 10 existente entre os
valores 4 e 5 de x, com £= 0,05 e assinale a a)lternativa correta.

a) x=4,757.
b) x = 4,653.
c) x =4,039.
d) x =4,968.
e) x =4,697.

4. Determine o zero da fungdo r(t) = ef + (ln(t))_1 — 10 existente entre
os valores 2 e 3det, com &= 0,05 e assinale a alternativa correta.

a)t= 2,84.
b) t = 2,16.
c)t= 2,67.
d) t= 2,89.
e)t= 2,58.
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5. Assinale a alternativa que indica o zero da funcao z(k)= (k*+ 0,7k - 8) ( k*
+ 2k - 35)™ existente entre os valores -4 e =3 de k, com £=0,01.

a) k=-3,25.

b) k=-3,52.
c) k=-3,15.
d) k=-3,53.
e) k=-321.

6. Considerando a fungao f(x)= 0,25x*+ 2x* - 7,5x* + 3, determine dois de
seus zeros, um existente entre os valores 0 e 1,5, e o outro existente entre

os valores —-1,51 e -0,1 de x, com = 0,10.

7. Determine o zero da fungado f(x)=x - 2x %/3 + 5 existente entre os valores
Oeldex, come=0,05.
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Secao 3.1

Polinbmio interpolador

Dialogo aberto

Aluno, a interpolacdo ¢ uma técnica muito utilizada nas areas de Ciéncias
Exatas, Tecnologicas, Econdmicas e Financeiras.

Nesta secdo, trataremos da interpolacao fazendo uso do polindmio interpolador.
Para isso, desenvolveremos a resolucdo do problema do orcamento de venda de
sucata de ferro apresentado anteriormente.

Mas o que € interpolacao? Tendo um conjunto de pares ordenados cuja fungao
€ desconhecida, ou muito complexa, vocé determina uma funcao mais simples, que
se aproxima da funcao original, e também determina pares ordenados nao existentes
nesse conjunto; usamos os metodos de interpolacao para que isso aconteca.

Para compreender melhor, vamos retomar o problema proposto anteriormente:
uma fundicdo solicita um orcamento para a compra de 7,45 toneladas de sucata
de ferro e o primeiro vendedor, Arnaldo, apresenta o orcamento calculando o
preco por meio do polindmio interpolador.

Cologue-se no lugar desse vendedor: 0 que vOcé precisa saber para resolver esse
problema usando calculo numeérico e, mais especificamente, o polindmio interpolador?

Ao final desta secdo, esperamos que vocé conclua que, para resolver o
problema, teremos de conhecer aspectos teoricos relacionados ao meétodo
polindmio interpolador.

Nao pode faltar

Suponha que tenhamos (n + l) pares ordenados distintos, (xo,f(x0 )) , ()cl,f(x1 ))
. (xn,f(xn)), denominados pontos de interpolacdo, conforme Grafico 3.1.
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Grafico 3.1 | Pares ordenados distintos
S (x)
» f(x)

p(x)

| L N
1o é ® *——> X
. % X X

Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2011/03/interpolacao-polinomial-parte-1.
html. Acesso em: 24 ago. 2015.

A interpolacdo aqui apresentada € realizada através da determinacao de um
polindmio de grau < n obtido pelo conhecimento dos pontos de interpolagao.

O polinémio interpolador & p(x) =a, +a1x+a2x2 +--+a,x", que é obtido
através da resolugao do seguinte sistema linear, onde p(x) € uma aproximagao
para f(x) gue € a funcdo desconhecida ou de maior complexidade.

a, +ax, +a2x02 +-tax, = f(xo)

a, +ax, +a2x12 +-tax = f(xl)

a, +ax, +a2xn2 +-tax,” = f(xn)

Sempre temos n+1 equagdes e n+1 incognitas: q,, @,. a,, ... a

"

Para a resolucdo do sistema, representamos o mesmo na forma matricial,
sendo a primeira matriz a dos coeficientes, a sequnda a das incognitas e a terceira
a dos termos independentes.

Entdo:
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xg\ /a

1 xo x5 0 f(x0)
1 x x? Xt || @) [f ()
1 x, x2 - xI/ \Gn f(xn)

Unindo os coeficientes e os termos independentes numa unica matriz,
denominada matriz ampliada, temos:

1 x x(% - xy f(xo)
T oxp xf - xf f(xy)

1 ox, xp o xp fOx)

Essa ultima matriz, a matrizampliada, € a que escalonamos para obter a solucao.

O polindmio interpolador sera obtido pela resolucdo de sistema linear.

Veja mais detalhes sobre a interpretacdo geomeétrica e sobre a
montagem do sistema linear que fornece os coeficientes do polindmio
interpolador no material disponibilizado no link a seguir:

<http://wwwp.fc.unesp.br/~arbalbo/Iniciacao_Cientifica/interpolacao/
teoria/1_Interpol_polinomial_Met_Lagrange_Newton. pdf>. Acesso
em: 14 ago. 2015.

Agora que voceé se inteirou um pouco sobre o meétodo de interpolacao, veja um
exemplo pratico para maior compreensao.

Todos os calculos efetuados nessa secao serao arredondados com duas
casas decimais, exceto quando for descrito o critério de arredondamento.
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Considerando os pares ordenados (x,f(x)) representados na Tabela
3.2, determine o valor de f(4,39) por meio de interpolacao polinomial.

Tabela 3.2 | Pares ordenados de f(x)

X 4 6 12
S(x) 5 1 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Resolugdo:

Ao observar a Tabela 3.2, note que podemos denotar x, =4, x, =6
e x, =12. O maior valor de n para esse exemplo é 2 (n= grau do
polindmio), portanto o polindmio interpolador serd de ordem 2, ou
seja, de 22 grau.

Pelo apresentado, o polinbmio interpolador é obtido resolvendo um
sistema linear a seguir:

ay+ax, +ax, = f(x,) n X /(%)
2 _ 0 5
ay+ax, +a,x’ =f(x).
5 1 6
a,+ax, +ax,” = f(xz) > I 5
a,+4a, +4a, =5 a, +4a, +16a, =5

a,+6a,+6’a,x’ =1={a,+6a +36a,x’ =1
a,+12a,+12*a, =0 a,+12a,+144a, =0

ou
1 4 16)(a,) (5
1 6 36| q|=|1
1 12 144 )la,) |0

Assim, amatrizampliada para aresolucao do sistema por escalonamento
fica:
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1 4 16 5
1 6 36 1
1 12 144 0

Resolvendo o sistema: (L,) = Linha i

1 4 16 5\ &I 1 4 16 5

1 12 144 0/L;—1, 0 8 128 -5

1 4 16 5\ &L 1 4 16 5\ L —16L;
(0 2 20 —4) :>(0 2 20 —4 )L2—20L3
0 0 48 11/L;/48

1 4 0 133\ I 1 4 0  1,33\L; — 4L,
(0 20 —8,58)L2/2=> 01 0 —4,29)
0

o0 1 023 ( 0 1 023
10 0 1850 1 0 0\ /9 18,50
(0 1 0 —4,29):(0 1 o)(al)z(—4,29)
0 0 1 023 0 0 1/\a 0,23
a,) (18,50
a, |=|—4,29
a,) | 0,23

Como o polinbmio interpolador € p(x) =a,+ax+ a2x2 +otax’,
entdo:

p(x)=18,50-4,29x+0,23x’
Calculando p(4,39), temos:
£(4,39) = p(4,39) = 18,50 — 4,29 - 4,39 + 0,23 - 4,392
f(4,39) = p(4,39) =4,10
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Dada a Tabela 3.3, determine ¢} valor de
f(4,39) por meio de interpolagdo polinomial.

Tabela 3.3 | Pares ordenados de f(x)

X 1 4 6
7 (x) 12 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora que vocé ja conheceu uma das técnicas de interpolacdo polinomial, vamos
calcular o valor do orcamento da venda de sucata de ferro solicitada pela empresa de
fundigao. Cologue-se no lugar do vendedor Arnaldo e tome as rédeas do problema.

Solucao:

Lembre-se de que, a partir da Tabela 3.1, temos 0s seguintes pares ordenados
(x,f(x)) como base para a interpolaco:

(5,195), (9, 225), (12, 240)

O primeiro valor, X, representa a quantidade de toneladas de ferro e o sequndo,
f(x). representa o prego de venda, em milhares.

Determinar o preco para 7,45 toneladas € mesmo que estimar f(7,45) por
meio de p(7,45).

Assim:
" X, f(x,) a, +ayx, + a2x02 — f(xo)
0 5 195 ?
1 9 225 ay +ax +ayx” = f(x)
2
2 1 240 ay,+ayx, +ax, = f(x,)
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a, +5a,+5 a, =195 a, +5a, +25a, =195
a,+9a,+9*a, =225 =1{ a,+9a, +8la, =225
a, +12a, +12%a, =240 a, +12a, +144a, = 240

1 5 25 195
I 9 81 225
1 12 144 240

Escalonando a matriz, obtemos:

1 0 0 141,43 a,) (141,43
0 1 0 12,50 |=|a |=| 12,50
0 0 1 -0,36 a,) | -0,36

p(x) =a,+ax+ a2x2 = p(x) =141,43+12,50x —0,36x"
Considerando f'(x) = p(x)=141,43+12,50x—0,36x”, entdo:

£(7,45) = p(7,45) = 141,43 + 12,50 - 7,45 — 0,36 - 7,452 = 214,57

Portanto, a empresa de fundicdo tera de pagar 214,57 mil reais por 7,45
toneladas de sucata de ferro.

Para que vocé tenha um embasamento maior, acesse: <http://wwwl.
univap.br/spilling/CN/CN_Capt4 pdf>. Acesso em: 14 ago. 2015.

O polindmio interpolador é p(x) =a,+ax+ 612x2 +-ot anx" e sera
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obtido resolvendo-se o sistema linear a seguir:

a, +a,x, +a2x02 +-4a,x, =f(x0)

a, +a,x, +a2x12 +-4ax” =f(x1)

a,+ax, +a2xn2 +otax,” =f(xn)

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas

situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Interpolacao polinomial

1. Competéncia de

, Conhecer o célculo numérico.
fundamentos de area

Obter o polinbmio interpolador e calcular o valor y

2. Objetivos de aprendizagem .
correspondente a um x ndo tabelado.

3. Conteudos relacionados Interpolacao.

Uma empresa de distribuicdo de silica, material muito
utilizado na fabricagdao de vidros, tem seus precos
apresentados na Tabela 3.4:

Tabela 3.4 | Preco da silica
X Toneladas de Ferro 3 5 9
f(x) | Precode Venda [MilReais] | 120 | 195 | 225

Fonte: Elaborada pelo autor.

4. Descricao da situacao
-problema

Uma industria de vidros solicita um orcamento para a
compra de 7,45 toneladas de silica. Suponha que vocé
seja o vendedor e que necessite determinar o valor da
venda utilizando o método da interpolacao polinomial.
Determine o polindbmio interpolador e o valor da venda.
Para isso, utilize um arredondamento de 4 casas decimais.
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5. Resolugao da situacao
-problema

Para o problema apresentado, veja o desenvolvimento
da resolugdo.

n X, /(x,)
0 3 120
1 5 195
2 9 225
3 12 240

2 3
a, +a, X, +a,x,” +a;x, = f(xo)
2 3
a, +ax, +a,x;” +ax’ = f(
2 3
a,+ax,+a,x,” +a,x, = f

(
ay+ax; +axy +ax;’ = f(xy)

a,+3a,+3%a,+3’a, =120

a,+5a,+5a, +5a, =195

a,+9a,+9a, +9’a, =225
a, +12a, +12%a, +12° a, = 240

a, +3a,+9a, +27a, =120
a, +5a,+25a, +125a, =195
a, +9a, +8la, +729a, =225
a, +12a, +144a, +1728a, = 240
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2 9 27 |a | [120
5 25 125 | q |=[195
9 81 729 | a,| |225
12 144 1728 \a, ) | 240

S G G G —y

2 9 27 120

5 25 125 195
9 81 729 225
144 1728 240

1
1
1
1

1

NS

0 —137,1420
0 122,3810
0 13,7698
1 0,5159

S = O O

S o O =
o o = O

a, | |-137,1420

a, |=| 122,3810
a,| | 13,7698
a, 0,5159

Polindbmio interpolador:

p(x)=a,+ax+ax’+ax’

p(x)=-137,1420+122,3810x —13,7698x +0,5159x°
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Valor da venda de 745 toneladas de sucata de ferro

p(7,45) = —137,1420 + 122,3810 - 7,45 — 13,7698 - 7,45% +
+0,5159 - 7,453

p(7,45) =223,6448 mil reais

Resposta: o polinbmio interpolador é:
p(x)=-137,142+122,381x—13,7698x" + 0,5159x

e o valor da venda de 745 toneladas de silica é 223,6448 mil
reais.

Reforce o seu conhecimento acessando o link a seguir: <http://www.
inf.ufpr.br/silvia/numerico/IV1.pdf>. Acesso em: 14 ago. 2015.

A Tabela 35 indica a queda de temperatura
7(x) de um  freezer em  funcdo do  tempo
X ,apos a entrada de uma massa de ar guente. Determine a temperatura
no instante 4,39 s por meio de interpolagdo polinomial.

Tabela 3.5 | Pares ordenados de f'(¥)

Instante — x[s] 1 4 6 12

Temperatura - f(x)[°C] 12 5 1 0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para resolver os exercicios a seguir, utilize o arredondamento de duas
casas decimais para cada calculo.

1. Dada a Tabela 3.6, determine o valor aproximado de f(S) por meio de
interpolacao polinomial.

a) f(5)=4,0.
b) f(5) =39 Tabela 3.6 — Pares ordenados de f(x)
X 1 4 6
(5)=2.6. ORI : :
5)= 1=4 . Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Dada a Tabela 3.7, determine o valor aproximado de f(S) por meio de
interpolacao polinomial.

a) f(5)=5,2
b) f(S) =4,9. Tabela 3.7 — Pares ordenados de f(x)
X 4 6 12
/(5)=14 /(%) 1 5 12
I (5) =2,1. Fonte: Elaborada pelo autor.
f(5)=3.2

3. Dada a Tabela 3.8, determine o valor aproximado de f(5) por meio de
interpolacao polinomial.

a) £(5)=2.75.

b) f(5)=4,73. Tabela 3.8 — Pares ordenados de f(x)
X 1 4 6 12

c) f(5)=5,61. f(x) | o 1 5| 12

d) f(5) = 1, 02. Fonte: Elaborada pelo autor.

e) £(5)=0,80.
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4. Dada a Tabela 3.9, determine o valor aproximado de f(9) por meio de
interpolacao polinomial.

a) f(9)=6,75.

b) £(9)=7,24. Tabela 3.9 - Pares ordenados de f ()
X 6 8 2 | 15
9)=9,61
<) /) f(x) | 2 [ 10| 2] 9
d) f(9) =12,94 Fonte: Elaborada pelo autor.
e) f(9)=14,20

5. Dada a Tabela 3.10, determine o valor aproximado de f(11) por meio de
interpolacao polinomial.

a) f(5)=9.67.
b) f(5)=12,55 Tabela 3.10 — Pares ordenados de f'(x)
X 6 8 12
5)=17,38.
<1 /65) 7(x) 2 10 12
d) f(5) =15,00 Fonte: Elaborada pelo autor.
e) f(5)=14,42

6. Dada a Tabela 3.11, determine o valor aproximado de f(9) por meio de
interpolacao polinomial.

Tabela 3.11 - Pares ordenados de f (x)
X 8 12 15

f(x) 10 12 9

Fonte: Elaborada pelo autor.

7. Dada a Tabela 3.12, determine o valor aproximado de f(-0,5) por meio
de interpolacao polinomial.

Tabela 3.12 — Pares ordenados de f(x)
X 32 | 1| 3
f(x) | 010 | 028 | 074 | 544 | 4017

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Secao 3.2

Forma de Lagrange para o polinbmio interpolador

Dialogo aberto

Caro aluno,

Nesta secdo, trataremos da interpolacao, fazendo uso do polindmio interpolador
de Lagrange, e novamente estaremos desenvolvendo a resolu¢cao do problema do
orcamento de venda de sucata de ferro, apresentado no inicio desta unidade.

Uma fundicdo solicita um orcamento para a compra de 7,45 toneladas de
sucata de ferro, e o vendedor Bruno apresenta o orcamento calculando o preco
por meio do polindbmio interpolador de Lagrange.

Coloque-se agora no lugar de Bruno: o que vocé precisa saber para resolver
esse problema usando calculo numeérico e, mais especificamente, o polindbmio
interpolador de Lagrange?

Ao final desta secdo, esperamos que vocé conclua que, para resolver o
problema, teremos de conhecer aspectos teodricos relacionados ao meétodo
polindmio interpolador de Lagrange.

Nao pode faltar

fr‘i Atencéo!
Y

Todos os calculos efetuados nessa secao serao arredondados com duas
casas decimais, exceto quando for descrito o critério de arredondamento.

Como apresentado na secdo 3.1, suponha novamente que tenhamaos (n+1)
pontos deinterpolagéo distintos, (x,., £ (x,)): (x,,f(xl)); ...;(xn,f(xn)). Ainterpolacdo
aqui apresentada € realizada atraves da determinagdo de um polinbmio de grau <
n obtido pelo conhecimento dos pontos de interpolagao.
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n

O polinémio interpolador & p(x) = Zf(xk )Lk (x) onde:
k=0

(x—x)(x—x)(x—x_ ) (x—x.,)(x—x,)

Xk _xo)(xk _xl)"'(xk _xk—l)(xk _xk+1)"'(xk _xn)

L

—~~

SN

p(x)= 1 (30) Lo (x)+f (%) Ly (x) +-+ f (x,) L, (x)

os polindbmios L, (x) sao denominados polinbmios de Lagrange.

O polindbmio interpolador é unico, ou seja, o polindmio obtido pelo
metodo da interpolacdo polinomial serd igual ao obtido na interpolacdo
pela forma de Lagrange.

Para aprofundar seu conhecimento, acesse:

<www.youtube.com/watch?v=qGZWSLvMa_c>. Acesso em: 20 ago. 2015.

Tendo conhecido os polindmios de Lagrange e o modo como eles sao
utilizados para compor o polindbmio interpolador, veja um exemplo para reforcar
seu aprendizado:

Dada a Tabela 3.13, determine o valor de f(8), fazendo a interpolagdo
na forma de Lagrange:

S(x) 5 9 11
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Resolucao:

k 0 1 2
x 3 7 10
f(x) 5 9 11

¥)= (x xo)(x X ) (x xk—l)(x_xk+1)"'(x_xn)
Lk() (xk )( ) ( xk—1)(xk_xk+1)”'(xk_xn)
(x) (x xl)(x xz) _(x—7)(x—10)

(xo=x)(x —x,)  (3-7)(3-10)

x> =17x+70
28

L, (x) =

x2—17x+70j

R
F(3%,) Ly (x)=0,18x> ~3,04x +12,5

(x—x,)(x—x,) _ (x=3)(x-10)
(x,=x)(x,—x,) (7-3)(7-10)
x* =13x+30

12

L (x) =

L(x)=-

x2—13x+30j

() ()=o =
f(x)L (x)=-0,75x>+9,75x - 22,5

(x—xo)(x—xl) B (x—3)(x—7)

X, —%)(x-x) (10-3)(10-7)

L, (x)= (

x> =10x+21
L.(x)= 21
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2 _10x+21
£ (%)L, (;0:11(%]

f(x,)L,(x)=0,52x" -5,24x +11

p(x)= 1 (%) Lo (x)+ /() Ly (x) -+ f (x,) L, (x)
p(x) =7 (x) Lo (x)+ £ (x) L (x)+ £ (x,) L, (x)

p(x) =0,18x*—3,04x+12,5-0,75x* +9,75x—22,5+0,52x> —5,24x +11
p(x) =-0,05x" +1,47x+1= Polinémio Interpolador de Lagrange

f(8)=p(8)=-0,05-82+147-8+1

Portanto, f(8) = p(8) =9,56

Vocé pode facilitar a visualizagao do calculo que define o polindmio
interpolador usando o quadro a sequir, lancando os coeficientes e o
termo constante de cada f(xn)Ln (x) e realizando a somatoria.

S)L(x) | | x c
f(x)Ly(x) | +018 | -304 | +125
f(x)L(x) | -075 | +975 | -225
f(x,)L,(x) | t052 | -524 +11

Zf(xn)Ln(x) +0,05 +1,47 +1

p(x)=-0,05x"+1,47x+1
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Com a teoria exemplificada, este € 0 momento de voceé testar seu aprendizado.

Dados os pares ordenados a sequir, determine o valor de f(12,32),
usando a interpolacdo de Lagrange.

X 8 13 17

f( x) 20 12 6

Com o conhecimento que vocé adquiriu sobre a Interpolagcdo na forma de
Lagrange, vamos calcular o valor do orcamento da venda de sucata de ferro
solicitada pela empresa de fundi¢cdo. Cologue-se no lugar do vendedor Bruno e
apresente o valor da venda.

Solugao:

Lembre-se que determinar o preco de 7,45 toneladas de sucata de ferro é
mesmo que calcular f(7,45).

Assim:
k X, f(x,)
0 5 195
1 9 225
2 12 240

(x—x)(x—x,) _ (x=9)(x—12)
X, —xl)(x0 —x2) (5—9)(5—12)
(x—9)(x—12)
(5-9)(5-12)

L, (x)= (

f(xo)L0 (x) =195-
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£ (%) Ly (x)=6,96x* —146,25x + 752,14

L ()= BR)n)  (=9)(x-12)

(x,=x)(x,—x,)  (9-5)(9-12)

7(x)L @):zzs%

f(x)L (x)=-18,75x" +318,75x -1125

Lz(x)=((x_x°)(x_xl) _ x=9)(x-9)

X, —xo)(x2 —xl) (12—5)(12—9)

£ () () = 240 =) E0)

(12-5)(12-9)

f(x,)L,(x)=11,43x* -160x +514,29

fE)L(x) | x| x c

f(x))L,(x) | +696 | -14625 | +75214
F(x)L(x) | -1875 | +31875 | -112500
f(x)Ly(x) | *1143 | -160 | 451429

> f(x,)L,(x)| -036 | +1250 | +14143

p(x) =-0,36x> +12,50x +141,43 = Polinémio Interpolador de Lagrange

Portanto, f(7,45) = p(7,45) =214,57 mil reais
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Desse modo, a empresa de fundigdo tera de pagar 214,57 mil reais por 7,45
toneladas de sucata de ferro.

Note que a conclusdo anterior € a mesma da se¢ao 3.1,

Para que vocé tenha um embasamento maior, veja o sequinte link:

<http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/
conteudo/capitulos/capl15sl.html>. Acesso em: 20 ago. 2015.

Ainterpolacdo na forma de Lagrange € definida pelas equac¢des a sequir:

(x=x)(x—x)(x—x_)(x—x,,)(x—x,)

Xk _xo)(xk _x1)"'(xk _xk—l)(xk _xk+1)"'(xk _‘xn)

Lk(x)z(

p(x)= 7 () Ly (x)+ 1 () L (x) +--+ f (x,) L, (x)

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas
situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Forma de Lagrange para o polindbmio interpolador

1. Competéncia de

, Conhecer o calculo numérico.
fundamentos de area

o ) Obter o polindmio interpolador e calcular o valor vy
2. Objetivos de aprendizagem .
correspondente a um x nao tabelado.

3. Conteudos relacionados | Interpolagao na forma de Lagrange

Interpolagéo



Uma distribuidora de silica, material muito utilizado na
fabricacao de vidro, apresenta seu quadro de precos de
venda a sequir:

Tabela 3.14 | Preco da silica
4. Descricdo da situacao X Toneladas de Ferro 1 4 10
-problema f(x) | Preco de Venda [MilReaisl | 150 | 350 | 450

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma industria de vidros solicita um orcamento para a
compra de 8,5 toneladas de silica. Usando a interpolagao
na forma de Lagrange, determine o preco de venda.

Como solicitado, aplicaremos a Interpolacéo na forma de
Lagrange na resolugdo, como segue:

k X, /(x,)
0 5 195
1 9 225
2 12 240

5. Resolugao da situacdo
-problema

f(x,)Ly(x)=5,56x—77,78x +222,22

Ll(x)= (x—xo)(x—xz) :(x—l)(x—IO)

(x,—x)(x,—x,)  (4-1)(4-10)
(x=1)(x-10)

(4-1)(4-10)

f(x)L(x)=350

F(x)L (x)=—-19,44x% +213,88x—194,44
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L,(x)= ((x_XO)(x_xl) _ (x=1)(x—4)

X, —xo)(x2 —xl) (10—1)(10—4)

(v-1)(x-4)

10-1)(10—4)

f(x,)L,(x)= 450(

£(x,)L, (x)=8,33x" —41,67x +33,33

f(xn)Ln (x) x’ X c

F(x))Ly(x) | +556 | -7778 | +222.22
F(x)L(x) | -1944 | +21388 | -19444
f(x,)L,(x) | +835 | 4167 | +3333

S f(x,)L,(x)| -555 | +9443 | +6111

p(x)=-5,55x+94,43x+61,11=  Polinomio
Interpolador de Lagrange

Portanto, f(8,5) = p(8,5) =462,78 mil reais

Portanto, a industria de vidros tera de pagar 462,78
mil reais por 8,5 toneladas de silica.

Reforce o seu conhecimento por meio do seguinte link:

<http://www.icmc.usp.br/~andretta/ensino/aulas/sme0500-1-12/
iplagrange.pdf>. Acesso em: 20 ago. 2015.
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Dado o quadro de pares ordenados abaixo, determine f(4,5),
fazendo uso do polindmio interpolador de Lagrange.

X 1 3 6 8

f( x) 2 7 10 11

1. Dado o quadro abaixo, calcule f(-0,7) utilizando a interpolacdo na
forma de Lagrange.

a) f(~0,7)=-10,00.

X -1 0 3

b) f(-0,7)=-9,31.

c) f£(-0,7)=-9,52.

£(-0,7)=-8,31.
/(

2. Dado o quadro abaixo, calcule f(-1,82) utilizando a interpolagdo na
forma de Lagrange.

a) f(-1,82)=5,92.
b) f(-1.82)=831.
c) f(-1,82)=10,32. £(x) 3 5 1"

d) f(-182)=5,41.

e) f(-1,82)=10,99.
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3. Determine o valor de f(2,81) utilizando a interpolagdo na forma de
Lagrange para o quadro a seguir.

a) f(2,81)=—10,00.

1)=-12,32.
)

2,81

/(28
C) f(2.81)=-14,80. f(x) | 15 | 12 -3
d) f(2,81)=-10,31.
e) f(2.81)

2,81)=-12,22.

4. Dado o quadro abaixo, determine o valor de f(5,17) utilizando a
interpolacao na forma de Lagrange.

a) f(5 17)=6,35-

f(5,17)=4,63- x 2 4 8
f(517) 5,02 ZACI I I
d) £(5,17)=4,17
e £(517)=5.17-

5. Utilizando a interpolacdo na forma de Lagrange, para o quadro abaixo,
determine o valor de £(7,5).

a) £(7,5)=4,35.

b) £(7,5)=3,02. . . 5 1 10
o) f(7,5)=4,96. f(x) | s 3 4
d) f(7,5)=3,22
e) £(7.5)=3,78.

6. Utilizando a interpolacdo na forma de Lagrange, para o quadro abaixo,
determine o valor de f(3,5).

7(x) 1 7 97 | 609
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7. Utilizando a interpolacdo na forma de Lagrange, para o quadro abaixo,
determine o valor de £(6,39).

f(x) | 8 15 36 | 12
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Secao 3.3

Forma de Newton para o polindmio interpolador

Caro aluno,

Nesta secdo, novamente trataremos da interpolacdo, mas fazendo uso do
polindbmio interpolador de Newton. Alem disso, mais uma vez desenvolveremos a
resolucdo do problema do orgcamento de venda de sucata ferro, apresentado no
inicio desta unidade.

Uma fundicao solicita um orcamento para a compra de 7,45 toneladas de
sucata de ferro, e o vendedor Carlos apresenta o orcamento calculando o preco
através do polindmio interpolador de Newton.

Coloque-se agora no lugar do Carlos: © que vocé precisa saber para resolver
esse problema usando calculo numeérico com o polindbmio interpolador de
Newton?

Ao final desta secdo, esperamos que VOCé conclua que, para resolver o
problema, teremos de conhecer aspectos teodricos relacionados ao metodo
polindbmio interpolador de Newton.

Todos os calculos efetuados nesta secao serao arredondados com duas
casas decimais, exceto quando for descrito o critério de arredondamento.

O polinémio interpolador de Newton p(x) para f(x) em x,, x,, -, X,
sendo n+1 pontos distintos, € dado por:
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d, séo os coeficientes.

X Ordem O Ordem 1
/(%)=
o
do
Ixo-x]=
S ()7 (%)
X - X,
d,
X f(xl)
f[xnxz]:
f(x)-f(x)
X, - X,
X f(xz)
f[xz’xa]:

XX

Interpolagéo

f(xg)_f(xz)

Ordem 2

f[xosx15x2]=

f[xvxz]_f[xmxl] _

X=X

d,

f[xl’xZ’x3]=

f[xz’xs]_f[xuxz]

5X

p(x)=a’0+a’1 (x—x0)+d1 (x—xo)(x—x1)+---+dn (x—xo)(x—xl)---(x—xn_l)

Onde p(x) ¢ definido por uma série de diferencas divididas de ordem k e os

O operador das diferencas divididas € definido:

Ordem 3 Ordemn
f[xoaxl’xzax3]=
f[xl,xz’xg]_f[xo’xlsxz]
X=X
d;
f[xo’xl’xz’xsﬁ'"’xn] =
d,

n

f [xn73’ K20 X, 15 xn]



X f(xl) : f[x,,,z,xn,,,x,,]
f [xnfl’xn]

A diferenca dividida de ordem n, ou seja, dn, e dada por:

]: f[xl,xz,x3,...,xn]—f[xo,xl,xz,...,xn_l] _d
-

X, =X,

n

f[xosxpxzsxg,a'”axn

O polindmio interpolador de Newton é dado por:

p(x)=dy+d (x—x))+d,(x—x, ) (x—x )+ +d, (x—x, ) (x—x ) (x—x, )

Para facilitar sua compreensao, veja o sequinte link:

<www.youtube.com/watch?v=frloGgA7QxU>. Acesso em: 25 ago. 2015.

Para contribuir com uma compreensaoc mais tranquila, vamos desenvolver
algebricamente as diferencas divididas de até ordem 3.

n x | OrdemO Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3
0 X, f(xo)
f(x)-1(x)
X=X,

f(x)=S(x)_ f(x)-1(x)
1 xl f(xl) x27x1 X, — X, x17XO

Interpolagéo




S()=/(x)

X=X

Slx)-f(e) fla)=f(xa) flo)-f(x)_ S(x)-f(x)

X, - X, X, - X X, - X X - X,

XX XX

A3 =X,

fCe)=f(0) f(x)=/(x)

5N

57X

X=X

f(xz)’f(xz)

Y

/(%)

Agora que vocé conheceu o operador diferencas divididas e o polindbmio
interpolador de Newton, veja um exemplo, pois isso © ajudara a sanar suas duvidas.

Dado o quadro abaixo com os pares ordenados de f ()
polindbmio interpolador de Newton, determine f(4,5)_

, usando o

4 6

f(x) 2

10 12

Resolucao:

Primeiramente, determinamos as diferencas divididas até ordem 2,
como apresentado no quadro abaixo:

n| x | OrdemO Ordem 1 Ordem 2

2
0|1

dO

f[xo,xl]:if(xl)_f("o)=L°;2 =2,67
X, =X, 4-1
dl
11 4 10 f[xo,x”xz]:f[xlsxz]_f[xo,x1]:1—2,67:_0’33
X, =X, -
dZ
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] L)) 12-10

X, =X, 6-4

Conhecendo as diferencas divididas, escrevemos o polindmio interpolador,
conforme apresentado a seguir:

p(x)=d,+d (x—x))+d, (x—x,))(x—x,)
p(x)=2+2,67(x-1)-0,33(x—1)(x—4)
p(x) =-0,33x" +4,32x-1,99

Conhecendo o polindmio p(x), podemos agora estimar f(4,5) ,COMO seque:

f(4,5)=p(4,5)=10,77

Com a teoria exemplificada, este € o momento de vocé testar seu aprendizado.

Dado o quadro abaixo, com os pares ordenados de f (x) , determine
f(lO) usando o polindmio interpolador de Newton.

x 5 9 12
f(x) -4 -2 12

Interpolagéo



Conhecendo a interpolagdo na forma de Newton, vamos calcular o valor do
orcamento da venda de sucata de ferro solicitada pela empresa de fundicao.
Coloque-se no lugar do vendedor Carlos e apresente o valor da venda.

Solugao:

Determinar o preco de 7,45 toneladas de sucata de ferro € o mesmo que

calcular f(7,45).

Assim:
n X, f(x)
0 195
1 225
2 12 240
x | Ordem O Ordem 1 Ordem 2
195
5
dO
f[x09x1]= f(xl)_f(xo_) =75
X=X
d,
5 o5 f[x()’xl’xz]:f[x1’x2]_f[xo’x1]:_0’36
Xy =X
dZ
Fn] - L2 ) g
Xy =X
! 240
2

p(x)=d,+d (x—x))+d,(x—x,)(x—x,)
p(x) :195+7,5(x—5)—0,36(x—5)(x—9)
p(x)=-0,36x" +12,54x—-141,3
f(7.45)= p(7,45)=214,74
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Portanto, a empresa de fundicao tera de pagar 214,74 mil reais por 7,45
toneladas de sucata de ferro.

Para ampliar seus conhecimentos, veja o seguinte link:

<http://wwwp.fc.unesp.br/~arbalbo/Iniciacao_Cientifica/interpolacao/
teoria/1_Interpol_polinomial_Met_lLagrange_Newton.pdf>. Acesso em:
25 ago. 2015.

A interpolagao na forma de Newton e definida por:
p(x)zdo+d1(x—x0)+d1(x—xo)(x—x1)+---+dn(x—xo)(x—xl)---(x—xnfl)

em que oS di s&o obtidos por meio do célculo de diferengas divididas.

Instrucdo
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas
situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Forma de Newton para o polinémio interpolador

1. Competéncia de

, Conhecer o célculo numérico.
fundamentos de area

Obter o polindmio interpolador e calcular o valor y

2. Objetivos de aprendizagem .
correspondente a um x nao tabelado.

3. Conteudos relacionados | Interpolagao da forma de Newton.
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4. Descricdo da situagao

-problema

Uma distribuidora de silica, material muito utilizado na
fabricacdo de vidro, apresenta seu quadro de precos de
venda a sequir:

Tabela 3.14 | Preco da silica

X

Toneladas de Ferro

(%)

Preco de Venda [Mil Reais]

50 120 | 200

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma industria de vidros solicita um orcamento para a
compra de 8,5 toneladas de silica. Usando a interpolagao
na forma de Newton, determine o preco de venda.

-problema

Na resolucdo como solicitado, aplicaremos a interpolacao
na forma de Newton, como apresentada abaixo:

5. Resolucdo da situagao

k X, f(x,)
0 50
1 4 120
2 10 200
n | x | OrdemO Ordem 1 Ordem 2
50
0|1
dO
I xox]=
S()=S(00) s 3
X=Xy
dl
f[x()’xl’xZ]:
14| 120 DA TR e ) I
X =Xy
dl
flxx]=
Ta)=S(5) s 5
X=X
2|10| 200

p(x)=d,+d (x—x,)+d,(x—x,)(x—x,)

p(x)=50+23,33(x—-1)-111(x-1)(x-4)

p(x)=—111x" +28,88x +22,23
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f(8,5)=p(8,5)=187,51

Resposta: a industria de vidros tera de pagar 187,51 mil reais
por 8,5 toneladas de silica.

A sequir, ha mais um link para que vocé aprimore seu conhecimento:

<http://homepages.dcc.ufmg.br/~nivio/cursos/pa02/seminarios/
seminario6/seminario6.html>. Acesso em: 25 ago. 2015.

Uma particula tem seu descolamento f (x) , em metros, em fungdo do
tempo X, em segundos, conforme quadro abaixo. Determine sua posicao
f(X) no instante x =4,5s, aplicando a interpolagdo de Newton.

xs] | S (x)[m]

1 1
4 2
7 4
10 8

Portanto, no instante x=4,5s a particula ocupa a posicido
f (x)=2,22m.
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1. Dado o quadro abaixo, calcule f(—0,3) utilizando a interpolacdo na
forma de Newton

£(-0,3)=-10,00
£(-0,3)=-9,31

f(-0,3)=-7,52.
£(-0,3)=-7,31.
£(-0,3)=-8,37

2. Dado o quadro abaixo, calcule f(-1,22) utilizando a interpolacéo na
forma de Newton.

3. Determine o valor de f(5) utilizando a interpolacao na forma de Newton
para o quadro a seguir.

f(x) | -15 | -8 -3

Interpolagéo



4. Dado o quadro abaixo, calcule f(7) utilizando a interpolacdo na forma
de Newton.

X 2 6 9

f(x) 3 7
a) f(7)=6,85
b) f(7)=4,50
) £(7)=5,65
d f(7)=3,17
e) £(7)=6,17

5. Utilizando a interpolacao na forma de Newton, para o quadro abaixo,
determine o valor de f(2,5).

X 1 8 10

f(x) 4 3 -2
a) f(2,5)=-1,98.
b) £(2,5)=3,21.
) f(2.5)=-1,89
d) £(2,5)=5,94.
e) f(2,5)=-1,00.
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6. Utilizando a interpolacdo na forma de Newton, para o quadro abaixo,
determine o valor de f(4,8).

f(x) 1 7 100 | 600

7. Utilizando a interpolagcdo na forma de Newton, para o quadro abaixo,
determine o valor de f(6,39).

x -3 -1 5 10
f(x) 10 50 | 100 | 600

Interpolagéo



Secao 3.4

Estudo do erro na interpolacao pelo método de
Newton

Dialogo aberto

Caro aluno,

Estudaremos o erro proveniente do uso da interpolacdo na determinacao
de uma estimativa. Isso ocorre porque o polindbmio interpolador € uma funcao
aproximada, ou simplificada, da funcao original.

Para compreendermos o contexto em que o estudo do erro se aplica, lembre
-se de que os vendedores Arnaldo, Bruno e Carlos apresentaram o orcamento para
7,45 toneladas de sucata de ferro. Para complementar o trabalho realizado por
esses vendedores, o quarto vendedor, Dagoberto, deve verificar o erro cometido
ao determinar o orcamento da venda de sucata. Para isso, decidiu utilizar o
orcamento apresentado por Carlos e o método de Newton.

Cologue-se no lugar de Dagoberto e imagine: o que € necessario compreender
para estimar o erro? Ao final desta secdo, esperamos que vocé compreenda 0s
aspectos teoricos que embasam a estimacao do erro e que isso colabore para que
vVOCé resolva o problema de Dagoberto.

Nao pode faltar

O erro na interpolacdo ocorre porque o polindmio interpolador € uma funcao
aproximada, ou simplificada, da funcao original. Observe o GCrafico 3.2, que
exemplifica graficamente o erro na interpolacao.

Interpolagdo

U3

159



Grafico 3.2 | Erro em funcdo de uma interpolacdo
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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No Grafico 3.2, temos:
f(x) = Resultado obtido a partir de x pela fungdo original f ;
D, (x) = Resultado obtido a partir de x pelo polindbmio interpolador p,, ;

E, (x)= Erro proveniente da interpolagéo para x. O sub-indice n em E, (x)
indica a ordem do polindbmio interpolador.

O erro ¢ a diferenca entre o valor real f(x) e o valor interpolado

)
" £, (¥)= ()1, (4).

Como apresentado no Grafico 3.2 e descrito anteriormente, o erro € a
diferenca entre o valor real f(x) e o valor interpolado p, (x) sendo que isso
quando conhecemos a funcdo original f(x). Mas, comumente, ndo temos o
conhecimento da funcao f(x) € isso nao nos impede de estimar o erro causado
por uma interpolacgao.

O nosso estudo se baseia nessa situacao, na qual temos s& o conhecimento
dos n pares ordenados (x,f(x)) e obtemos a interpolacao para f(x) com a
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estimativa do respectivo erro.

Conhecendo apenas os n pontos de interpolacdo, o erro podera ser estimado
fazendo uso das diferencas divididas, estudadas na secao 3.3, sendo a estimativa
para |En (x)| expressa por:

|En (x)| = |(x—x0)(x—xl)-~~(x—xn)

. (mdx |diferencas divididas de ordemn + 1 |),

onde mdx |diferencgas divididas de ordem n + 1| ¢ o maximo valor absoluto das
diferencas divididas de ordem n+1.

A estimativa do erro tem grande aplicabilidade em situacdes em que a
guantidade de pares ordenados (x,f(x)) tabelados € muito grande e, por isso,
na interpolagao nao utilizamos todos os pontos, buscando um polindbmio de
menor grau que atenda a necessidade.

O erro estimado ¢ utilizado quando ndo conhecemos a funcao f(x) e
sera dado por:

E (x)| = |(x —xo)(x=x)(x—x, )| - (mdx |diferencas divididas de ordem n + 1|)

n

Leia um pouco mais sobre a estimativa do erro na interpolacdo pelo
metodo de Newton em:

<http://wwwp.fc.unesp.br/~arbalbo/Iniciacao_Cientifica/interpolacao/
teoria/2_Forma_de_NewtonGregory.pdf>. Acesso em: 26 ago. 2015.

Conhecendo a expressao que estima o erro na interpolacdo de Newton, veja
um exemplo que podera esclarecer suas duvidas:
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Dado o quadro de pares ordenados (x,f(x)) a seguir, determine o
valor de f(7,32) pela interpolagéo de ordem 2 na forma de Newton
e estime o erro. Para a construcao do polindmio interpolador, utilize
apenas os valores 4, 7 e 9 para x .

f(x) | 1 2 3 6 10 15

Resolucao:

Agora, vamos estimar o erro para a aproximacao f(7,32) =p, (7,32),
conforme segue:

E (x)| = |(x—x0)(x —x ) (x—x, )| - (mdx |diferencas divididas de ordem n + 1|)

n

Como o polinbmio interpolador p, (x) aplicado foi de ordem 2, n =2,
entdo faremos as diferencas divididas de ordem 3, n+1=2+1=3.0
calculo das diferencas divididas foi apresentado na se¢ao 3.3.

X Ordem O | Ordem1 | Ordem?2 | Ordem 3
2 1

0,50
4 2 -0,03

0,33 0,04
7 3 0,23

1,50 -0,04
9 6 -0,08

1,00 0,02
13 10 0,10

1,67
16 15

Note que, para a estimagcao do erro, utilizamos todos os pares
ordenados (x,f(x) tabelados e ndo somente os utilizados para a
determinagdo de p, x).

Interpolagéo




mdx|diferen;as divididas de ordem 3| =|0, O4| =0,04

Lembre-se de que o polindbmio interpolador p2(x) foi obtido
considerando x,=4, x,=7 e x,=9, valores que também
sao utilizados para estimar a magnitude do erro |E2(x)| para

7(7.32)= p,(7.32).

» (mdx |diferengas divididas de ordem n + 1|)

E, (x) = |(x=x,)(x—x)-(x—x,)

|E2 (x)| = |(x —x)(x—x)(x—x, )| - (mdx |diferencas divididas de ordem 3|)

[E2(0)| = |(x =) (x — 7)(x — 9)|- 0,04
|E2 (x)| =~

|E,(7,32)| = 0,04 - 7,323 — 0,8 7,322 + 5,08 - 7,32 — 10,08|

0,04x> —0,8x> +5,08x 10, 08|

|E, (7.32)| =|-0,07]
|E,(7,32)|= 0,07

Portanto, ao aproximar f(7,32) por p, (7,32) utilizando x, =4,
x, =7 e x, =9 para realizar a interpolacdo, a estimativa de erro é

|E, (7.32)|=0,07.

Vocé acompanhou o exemplo. Agora, procure fazer a atividade a sequir para se
certificar que nao restaram duvidas.

Dado o quadro de pares ordenados (x,f(x)) a sequir, estime o erro
da interpolagédo para f(9) na forma de Newton, sendo que ela sera de
ordem 2 com x=8, 10 e 13.

Interpolagéo



Conhecendo o calculo da estimativa do erro na interpolacdo na forma de
Newton, vamos estimar o valor do erro no orcamento da venda de sucata de ferro
apresentado por Carlos. Cologue-se no lugar do vendedor Dagoberto e apresente
o erro estimado do valor da venda, sabendo que o vendedor tem acesso a um
guadro com um numero maior de precos de venda, como apresentado abaixo:

X Toneladas de Ferro 1 5 9 12 15
f(x) | Preco de Venda [Mil Reais] 193 195 225 240 270

Lembre-sede que o polinbmiointerpolador p, (x) =-0,36x" +12,54x—-141,3
obtido por Carlos foi de ordem 2, isto é, n =2 . Desse modo, as diferencas divididas
que serdo utilizadas na estimacdo do erro sdo de ordem 3, pois n+1=2+1=3.0
calculo das diferencas divididas foi apresentado na secao 3.3.

X Ordem O | Ordem1 | Ordem 2 | Ordem 3
1 193

0,50
5 195 0,88

7,50 -0,11
9 225 -0,36

5,00 0,12
12 240 0,83

10,00
15 270
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max |diferengas divididas de ordem 3| =

0,12[=0,12

Recorde-se de que o polinbmio interpolador p, (x) foi obtido considerando
Xy =35, x =9 e x, =12 Esses mesmos valores serdo utilizados novamente para
definir o polinémio de estimativa do erro |E2 (x)| para f(7,45) =p, (7,45).

E, (x)| = |(x =X, )(x - X ) . -(x —-X, )| - (mdx |diferengas divididas de ordem n + 1|)
|E, (x)| = |(x—x,) (x=x,)(x—x, )| - (mdx |diferengas divididas de ordem 3)
|E, (x)|=|(x=5)(x=9)(x-12)| - 0,12

0,12x" —3,12x" +25,56x — 64,8

|E2 (x)| =

|E,(7.45)[=0,12 - 7,45’ ~3,12 - 7,45° +25,56 - 7,45-64,8

£.(7.45)=

2,07|

|E, (7.45)[= 2,07

Reforce seu conhecimento por meio do seguinte link:

<http://www.joinville.udesc.br/portal/professores/julia/materiais/
main_CAN_interpolacao_e_ajuste.pdf>. Acesso em: 27 ago. 2015.

O erro de interpolacao na Forma de Newton € dado por:

E, (x)|E|(x—x0)(x—x1)---(x—xn)

- (max |diferengas divididas de ordem n + 1|)
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Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas

situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Estudo do erro na interpolacao

1. Competéncia de

) Conhecer o calculo numérico.
fundamentos de area

2. Objetivos de aprendizagem | Estimar o erro por realizar uma interpolagdo.

3. Conteudos relacionados | Estudo do erro resultante de uma interpolacdo.

Veja abaixo o0 quadro de temperaturas para alguns dias de
julho de 2015, numa determinada regido. O dia do més é
representado por X e a temperatura por f(x) em graus

Celsius.
4. Descricdo da situacao X 1 2 5 7 12 18
-problema
. f(x) | 10 11 15 22 27 28

Determine o erro de interpolacdo para a estimativa de
temperatura do sexto dia do més, ou seja, f(6), sabendo
que interpolacdo serd de ordem 2, usando x=15, 7 e 12.

Vamos iniciar a resolugdo calculando as diferencas
divididas, estudadas na se¢do 3.3.

X Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3
1 10
1
2 11 0,08
5. Resolugdo da situagdo : = 133 — 0,06
problema = 508
7 22 -0,36
1 0,02
12 27 -0,08
0,17
18 28

mdx |diferencas divididas de ordem n + 1| = |—0, 08| =0,08
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O polinémio interpolador p, (x) sera obtido considerando
X, =5,x=7¢e x, =12 que manteremos para definir o
polinbmio de estimativa do erro |E2 (x)| para f(6) =p, (6) :

E, (x) = |(x=x,)(x=x)-(x—x,)

(madx |diferengas divididas de ordem n + 1|)

|E2 (x)|E|(x—x0)(x—x1)(x—x2)|

(max |diferengas divididas de ordem 3|)

(1) = (v-9)(3-7)x-12) - 008

|E, (x)|=[0,08x" ~1,92x" +14,32x 33,6
|E,(6)=[0,08- 6" ~1,92-6" +14,32 - 6-33,6
[£:(6)| = 0,48

|E,(6)=0,48

Resposta: o valor interpolado f(6) = p, (6) apresentara
uma estimativa de erro |E2 (6)| =0,48°C.

Complemente seus estudos sobre o erro de interpolagcao a partir do
link a seguir:

<http://wwwp.fc.unesp.br/~arbalbo/Iniciacao_Cientifica/interpolacao/
teoria/2_Forma_de_NewtonGregory.pdf>. Acesso em: 31 ago. 2015.
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Uma caldeira, quando acionada, aquece a agua [*C] em funcéo
tempo [s] conforme o quadro abaixo:

x[s] 1 3 7 10 13 17

f(x)[o C] 1 2 6 12 20 35

Estime o erro cometido ao determinar a temperatura da agua em para
o tempo 8,5 s, ou seja, f(8,5), utilizando a interpolacao de Newton
para x=3, 7 e 10s.

Todos os calculos deverdo ser realizados com 4 casas decimais e a
resposta aproximada com uma casa decimal.

1. Dado o quadro abaixo, calcule E, (—0,3) para a interpolagdo na forma de
Newton, onde x,=-1, x, =1 e x, =3.

X [ -3 [ -1 [ 1 3 7

S ] -2 ] -0 ] 5 [ 9
E,(-0,3)=2,2
E,(-0,3)=3,0.
E,(=0,3)=0,1
d) E,(~0,3)=2,0
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e) E,(-0,3)=4,1.

2. Dado o quadro abaixo, calcule E, ( ) para a interpolacdo na forma
de Newton, onde x, =—6, x, =-2 e x, =—1.

x [-10] -6 [ -2 ] -1 2
f(x) | -6 3 8 1 12

a) E,(-1,22)=2,4.
b) E,(-1,22)=1,8.
c)E( 1,22)=8,8.
E,(-1,22)=0
E,(-1,22)=10,2.

2

3. Dado o quadro abaixo, calcule E,(5) para a interpolacdo na forma de
Newton, onde x,=2, x, =7 e x, =8

X 6 2 7 8 22
f(x) | 25 | 15 | -8 3 0

a) E,(5)=0,8
b) E,(5)=7,0
c) E,(5)=3,5
d) E,(5)=4,7
e) E, (5)=9,0

4. Dado o quadro abaixo, calcule E,(7) para a interpolagdo na forma de
Newton, onde x,=2, x,=6 € x,=9.

x [ 10 2 6 9 20
fx) | 7 5 3 7 12
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c) E,(7)=2,3
d) E,(7)=1,8.
E,(7)=0,1

5. Dado o quadro abaixo, calcule E,(2,5) para a interpolacdo na forma de
Newton, onde x, =1, x, =8 e x, =10.

X 0 1 8 10 20
£ (x) 1 4 3 -2 12
a) E,(2,5)=9,2.
b) E2(2=5)=179-
c) E,(2,5)=4.8.
d) E,(2,5)=6,8.
e) E,(2,5)=5,3.
E,(4,8)

6. Dado o quadro abaixo, calcule para a interpolacao na forma de
Newton, onde x, =1, x, =2, x,=5 e x; =10.

X 0 1 2 5 10
f(x) | O 1 7 | 100 | 600

7. Dado o quadro abaixo, calcule E;(6,39) para a interpolagdo na forma de
Newton, onde x, =-3, x, =—1, x,=5 e x; =10.

x [ 10 [ -3 1 5 10 [ 20 [ 30
f(x) | 5 10 | 50 | 100 | 600 | 700 | 900
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Secao 4.1

Formula de Newton-Cotes

Dialogo aberto

Aluno, a Integragdo Numeérica € uma técnica muito utilizada nas areas de
Ciéncias Exatas, Tecnologicas, Econdmicas e Financeiras.

Nessa secao trataremos da Integracdo Numeérica fazendo uso da formula
de Newton-Cotes e para isso desenvolveremos a resolugao do problema do
crescimento populacional apresentado anteriormente.

A Integracdo Numeérica € uma técnica que permite obter o valor aproximado
b

da integral de uma fungdo f(x), If(x)dx. Essa técnica se aplica quando £ (x)
a

€ uma fungdo muito complexa e se torna muito trabalhosa a integracdo pelas
técnicas do Calculo Diferencial e Integral.

Para compreender melhor, vamos retomar o problema proposto no inicio dessa
unidade: uma cidade apresenta uma taxa de crescimento populacional f(x)[mil
habitantes/ano] em funcdo do tempo x[ano]:

7 (x)=200+¢"

O lojista S & S Supermercados tem a intencdo de implantar filiais nessa cidade
e, para isso, precisa conhecer qual sera o crescimento populacional entre 3 € 4,5
anos. Para isso a S & S Supermercados fez uso da integracdo pela formula de
Newton-Cotes.

Cologque-se no lugar da S & S Supermercados: © que VOCé precisa saber para
resolver esse problema usando calculo numérico e, mais especificamente, da
Integracao pela Formula de Newton-Cotes?

Ao final dessa secdo esperamos que vocé conclua que para resolver o problema
teremos de conhecer aspectos teoricos relacionados a Integracdo pela Formula
de Newton-Cotes.

A seguir veremos a teoria que nos ajudara a entender a técnica aqui comentada.

Integragdo Numeérica
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A integracdo pela formula de Newton-Cotes € baseada no polinbmio
interpolador de Lagrange p, (x) COMO vemaos a sequir:

b b

I (f)=jf(x)dx5;[pn (x)dx

a

Como visto na secao 3.2:

Assim:
Lo (f)= iZ:(;f(x,.):[L, (x)dx

9 onde n serd o

onde x,; e definido em fungdo da variagdo dada por h=

numero de subintervalos que dividimos [a,b]. Entéo: "

Xo=a;x, =Xy +hy-;x, =x _ +h=>b

b

Tye (f) = If(x)dx = j:-pn (x)dx

a

Para se aprofundar nos conceitos relacionados a formula de Newton-
Cotes, leia:  <http://minerva.ufpel.edu.br/~rudi/grad/ModComp/
MetNum/html/Apostilach3.html>. Acesso em: 12 set. 2015.
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Vamos exemplificar a teoria, pois isso nos ajudarad a compreender melhor a

técnica em estudo:

3
100
Calcule _[2—4_5dx fazendo uso da integracao pela formula de Newton-
X
1

Cotes paran=2.
Resolucao:

. b—
Definindo h=—a, temos:
n

Assim, calculando X, :

3-1

xy=a=1 x=x,+1=2ex,=x,=b=3

100

X +5

3
Se desejamos I
1

dx, entdo f(x)

100

-2

X’ +5

Conhecendo f(x), calculamos f(x;) em fungdo de X; .

i X; f(xi)
0 1 16,67
1 2 11,11
2 3 7,14
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Agora vamos calcular o polindmio interpolador de Lagrange, estudado
na secdo 3.2.

S (%)L (x)=16.67- ((’iiiiﬁf_ff
X x)=f(x (x_xO)(x_XZ)

F(x)L(x)=/( 1)(x1_x0)(x1—x2)
f(x)L (x)_”’llg:gg:g

f(x,)L,(x) X x c
f(x,) Ly (x) +8,34 -41.70 +50,04
S (%)L (x) 11,11 +4444 -33,33
f(x,)L,(x) +3,57 10,71 +7,14
Y f(x,)L,(x) +0,80 -7.97 +23,86

p(x) =0,80x" —7,97x+23,86 = Polinbmio Interpolador de
Lagrange.

Obtido o polindmio interpolador de Lagrange p(x) podemos realizar
a integracao.

Integragédo Numérica



i 100 dx=i(0 80x% —7,97x +23 86)dx—
25 A\ ’ ’ -

3

2+1 1+1
0,807,972 123 86x
2+1 1+1

1

(0,27x3 ~3,99x" + 23,86x)

3
1

(0,27-3%—-3,99-32+23,86-3) — (0,27 - 1> — 3,99 - 1% + 23,86 - 1) = 22,82

j 100
'.1x2+5

dx =22,82

Do célculo diferencial e integral, sendo k, @ e b constantes, temos:

[kdx=k[dx=kc+c, onde ceR:

n+l
Iloc”dxzkfx"dxzkx—+c,onde ceR;
n+l
b
[£(x)dx=F (x) =F(b)-F(a). onde F(x) éuma primitiva e
}(x) ouseja, F'(x)= f(x).

Caro aluno, convidamos vocé a resolver a atividade a seguir utilizando a mesma
técnica; veja se entendeu o que lhe foi apresentado.

2xe*
In(3x)
Cotesparan=2.

3
Calcule I dx fazendo uso da integragao pela formula de Newton-
2
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X

3
2
Resposta: I e dx=32,03

> In(3x)
‘Semmedodeerrar

Vamos relembrar do problema proposto inicialmente: uma cidade apresenta
uma taxa de crescimento populacional f(x)[mil habitantes/ano] em fungdo do
tempo x[ano]:

/(x)=200+e™

O lojista S & S Supermercados tem a intencdo de implantar filiais nessa cidade
e, para isso, precisa conhecer qual sera o crescimento populacional entre 3 € 4,5
anos. Para isso a empresa S & S Supermercados fez uso da integracdo pela formula
de Newton-Cotes, onde tempo x varia de 0,5 em 0,5 ano, ou seja, #=0,5 ano.

Resolucgao:
O valor h=0,5 ja foi definido no problema, assim X; :
Xo=a=3;x,=x,+0,5=3,5, x,=x,+0,5=4 e x;=x,=b=4,5

Como f(x) =200+ "% ¢ uma funcdo de taxa de crescimento populacional

e desejamos conhecer o crescimento populacional, entdo devemos calcular
4,5 4,5

If(x)dx = I (200+e°’6’°)dx .

3

Conhecendo f(x), calculamos f(x,):

I X f(xi)

0 206,05
1 35 208,17
2 4 211,02
3 45 214,88

Integragédo Numérica



Agora vamos calcular o polinbmio interpolador de Lagrange, estudado na

secao 3.2.
(x=3,5)(x—4)(x-4.5)
L, (x)=206,05
/() (x) (3-3.5)(3-4)(3-4.5)
x—3) x—4)(x—4,5)
L (x)=208,17
S (a)h(x) (3.5-3)(3.5-4)(3.5-4.5)
(x—3) 3,5)(x—4,5)
L, (x)=211,02
S ()b (%) (4-3)(4-3.5)(4-4.5)
(x=3)(x—3,5)(x—4)
L.(x)=214,88
7 (6 (x)=214, (4.5-3)(4.5-3.5)(4.5-4
f(xn)l‘n (x) x3 xz X c
F(x0) Ly ( 275,33 +3303,96 -13147,01 +17345,79
Sf(x)L(x +832,68 -9575,82 +36221,58 -44964,72
f(x)L,(x -844,08 +9284,88 -33552,18 +39882,78
S(x) Ly (x +286,51 -3008,36 +10457,62 1203342
Y f(x,)L,(x) 0,22 +4,66 -19,99 +23043

p(x) =-0,22x" +4,66x* —19,99x + 230,43 = Polinémio Interpolador de

Lagrange.

Obtido o polindmio interpolador de Lagrange p(x) podemos realizar a

integracao.

4,5

j (200+ e°’6x)dx = j (—0, 225 +4,66x% —19,99x + 230,43)dx =
3

4,5

) Sy

4,5

3

4,5

(200 +e"% )dx = J.p(x)dx
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\5
(—0,06x4 +1,55x" —10x” + 230, 43x)‘ =951,08-638,28 =312,80

4
3
4,5

j (200+€"**)dx = 312,80 mil habitantes
3

Conclui-se que a variacdo populacional, entre 3 e 4,5 anos, sera de
aproximadamente 312,80 mil habitantes.

Para que vocé tenha um embasamento maior acesse: <ttp://www.
icmc.usp.br/~marialuisa/cursos201002/integracao_numerica.pdf>.
Acesso em: 12 set. 2015.

Instrugdo

Desafiamos voceé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Férmula de Newton-Cotes

1 Competéncia de

, Conhecer o Calculo Numérico
fundamentos de area

2. Objetivos de | Resolver problemas de integracdo fazendo uso de
aprendizagem técnicas numericas

3. Conteudos relacionados | Integragao Numeérica
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4. Descricdo da SP

Uma cidade apresenta uma taxa de crescimento de
empregos f(x)[mil empregos /ano] em funcdo do

cernpo x[ano]
(%)= 01[ 43 s j

Calcule o numero de empregos criados entre 3 e 5 anos,
para isso faca uso da integracdo pela formula de Newton-
Cotes, onde o tempo x varia de 1 em 1 ano, ou seja,
h=1lano.

5. Resolugao da SP

Veja que ja foi definido }; =1, assim x;:

xX,=a=3; X1=X0+1=4 ex2=xn=b=5

+3
Como f(x)=0 1( +5xj ¢ uma funcdo de taxa
de crescimento de empregos e desejamos conhecer o

numero de empregos criados entre 3 e 5 anos, entdo

5
devemos calcular If( dx I[o l(x +3 +5xﬂdx
3

Conhecendo f(x), calculamos f(x;):

1 X; f(xi)
0 3 1,94
1 4 2,26
2 5 2,64

Agora vamos calcular o polindbmio interpolador de
Lagrange, estudado na secao 3.2.

f (%)L (x)=1,94 ((;:j;g:j))
f(x) L (x)=2,26 E::;;Ez:zi
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I (%)L (x)= 2’64%

f(x,)L,(x) x? * ¢
f(x) Ly (x) +0,97 -8,73 +19.40
f(x)L(x) -2,26 +1808 | -3390
f(x)L,(x) +1,32 -9.24 +15,84
Yf(x,)L,(x)| +003 +0,11 +1,34

p(x)=0,03x*+0,11x+1,34 = Polinomio
Interpolador de Lagrange.

Obtido o polindbmio interpolador de Lagrange p(x),
podemos realizar a integragao.

oo espre

ﬂo,l(x: H ;j (0,032 +0,1Lx +1,34) dv =

5
(0,01x" +0,06x* +1,34x)|3 =9,45-4,83=4,62

3

5 2
I[O,l(x :23 + Sx)}dx = 4,62 mil empregos
e

Portanto, entre 3 e 5 anos serdo criados 4,62 mil
empregos.

Reforce o seu conhecimento acessando o link a seguir:

<http://ssdi.di.fct.unl.pt/comp/1112/aulas/teoricas/aulaTll.pdf>.
Acesso em: 12 set. 2015.
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x*+3x

Newton-Cotes para h=0,5.

1,75 2

’ +3

1. Calcule o valor aproximado da J’(x > al
L xT+1

pela formula de Newton-Cotes com n=3:
a) 4,0.
b) 6,7.
c)0,2.
d) 1.8.
e) 51

2. Calcule o valor aproximado da I 5
1.4 X

pela formula de Newton-Cotes com n=2:
a) 3,1
b) 1.2.
c) 4,2.
d) 3.8.
e) 0,1.

1’8[\/;+4x

1
Calcule I[ 1 de fazendo uso da integracdo pela formula de
X
0

]dx fazendo uso da integracao

]dx fazendo uso da integracao

Integragdo Numeérica




28 [ Jx +In (4x)

3. Calcule o valor aproximado da _[
2,2

de fazendo uso da
X

integracdo pela formula de Newton-Cotes com n=2:
a) 11
b) 2,5.
c) 3,2.
d) 0,8.
e) 4,7.

5,5 X
4. Calcule ovaloraproximado da J.[ ¢ ]dx fazendo uso daintegracao
4

ln(le)
pela formula de Newton-Cotes com £ =0,5:
a) 48.,5.
b) 180,2.
c) 84,0.
d) - 48,5.
e) - 15,2.

7

5

5. Calcule o valor aproximado da J(—Z - Zdex fazendo uso da integracéo

X
6

pela formula de Newton-Cotes com £ =0,5:
a) - 15,0.
b) - 25,7.
c) - 12,9.
d) +9.2.
e) +8,7.

1,3
(10

6. Calcule o valor aproximado da I(—z— al xjdx fazendo uso da
cs\x” 0,5e
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integracao pela formula de Newton-Cotes com £ =0,4:

. o x*+3x-5
7. Calcule o valor aproximado da I i
X+

5
integracao pela formula de Newton-Cotes com n=2:

-1
J dx fazendo uso da

Integragdo Numeérica
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Secao 4.2

Regra dos Trapézios

Dialogo aberto

Caro aluno, nessa secdo trataremos da Integracao Numeérica fazendo uso da
Regra dos Trapézios e para isso desenvolveremos a resolucao do problema do
crescimento populacional.

A Regra dos Trapézios € uma técnica de Integracao Numeérica que permite

b
obter o valor aproximado da integral de uma fungao f(x), If(x)dx como visto

na secao 4.1, também se aplica quando f(x) € uma funcao muito complexa e
se torna muito trabalhosa a integracao pelas tecnicas do Calculo Diferencial e
Integral.

Para compreender melhor, vamos retomar o problema proposto no inicio dessa
unidade: uma cidade apresenta uma taxa de crescimento populacional f(x)[mil
habitantes/ano] em fungdo do tempo x[ano]:

7 (x)=200+e"

A empresa Magazine Sul tem a intengdo de implantar filiais nessa cidade e
necessita conhecer qual sera o crescimento populacional entre 3 e 4,5 anos. Para
isso ela fez uso da integracao pela Regra dos Trapézios.

Coloque-se no lugar do lojista Magazine Sul: © que vocé precisa saber para
resolver esse problema usando calculo numérico e, mais especificamente, da
Integracéo pela Regra dos Trapézios?

Ao final dessa se¢do esperamos que voce conclua que para resolver o problema
teremos de conhecer aspectos tedricos relacionados a Integracao pela Regra dos
Trapézios.

A seguir veremos a teoria que nos ajudara a entender a técnica comentada.
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Aintegrag¢do pelaRegrados Trapézios consiste em subdividir a area deintegracao,

b
J-f(x)dx, em alguns trapézios, conforme Figura 4.1, e calcular a somatoria dessas

b
areas. Esse processo permite obter o valor aproximado da If(x)dx.

a

Figura 4.1 | Interpretacdo gréfica da Regra dos Trapézios

N

|

ARRLNNNNNNNNN]

X

f(x)

AR

" h

Fonte: O autor (2015).

Utilizando essa estrategia, o calculo da integral fica definido como a seguir:

n = numero de trapézios que serao utilizados no calculo de integracao

h = altura de cada trapézio

po X% _b-a
n n

Onde: x,=a; X, =X,+h, x,=x,+h; x,=x,_,+h=>b

b

jf(x)dx;O,Sh{f(xo)+2[f(x1)+f(x2)+f(x3)+---+f(xn_1)]+f(xn)}

a
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b

jf(x)dx;{o,s[f(x0)+f(xn)]+f(x1)+f(x2)+f(x3)+---+f(xn,l)}h

a

Se classificarmos:

Externos: f(x,) e f(x,)
Internos: f(x,). £(x). f(x). . f(x,)

Podemos escrever a integral como a seguir:

b

If (x)dx =(0,5% Externos + ¥ Internos ) h

a

Pela Regra dos Trapézios, temos:

b

jf(x)dx;{o,s[f(xo)+f(x,,)]+f(x1)+f(x2)+f(x3)+.--+f(x,,_l)}h

a

Complemente o estudo tedrico da Regra dos Trapézios com a leitura
do material disponivel no link a seguir:

<www.inf.ufpr.br/silvia/numerico/VI1.pdf>. Acesso em: 17 set. 2015.

Tendo visto os aspectos teoricos da Regra dos Trapézios, acompanhe o
exemplo a sequir para fixar melhor os conceitos.

Integragdo Numeérica




100
X+
para n=>5.

3
Calcule j
1

Resolucdo:

b—a

Definindo h=

Assim:
X,=a=1;

X, =x,+h=1+0,4=1,4
x,=x,+h=1,4+0,4=18

X, =x,+h=18+0,4=2,2
X,=x,+h=2,2+0,4=26

X =xs=x;,+h=2,6+0,4=3=>

dx fazendo uso da integragao pela Regra dos Trapézios

3
. 100 N 100
Se desejamos dx, entdo =
omos [ 5705 F(¥)=s
Conhecendo f(x), calculamos f(x,):
i /(%)
1 16,67
14 14,37
18 12,14
2,2 10,16
2,6 8,5
3 714
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Seqguindo a formulacao:

b

If(x)dx;{0,5[f(x0)+f(xn)]+f(x1)+f(x2)+f(x3)+---+f(xn_1)}h

a

Realizaremos a integracao:

i 100

———dx=[0,5(16,67+7,14)+14,37+12,14+10,16+8,5]0,4

X" +5

3
[
X+

100
5

dx =22,83

Veja uma forma mais pratica de efetuar os calculos:

X, f(x) Externos Internos

Externo 1 16,67 16,67
Interno 14 14,37 14,37
Interno 1,8 12,14 12,14
Interno 2.2 10,16 10,16
Interno 2,6 8,5 85
Externo 3 714 714

> 23,81 45,17

Y. Externos | Y, Internos

b

If (x) dx = (0, 5% Externos + . Internos) h

a

3
[ 100 (0,5 23,81+45,17)0,4
1 X" +5
¢ 100
o de=22,83
X" +5

Caro aluno, agora o convidamos a resolver a atividade a seqguir; veja se entendeu
o que lhe foi apresentado.
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X

t 2xe
Calcule jln

2 In(3x)

Trapézios para n=4 .

dx fazendo uso da integracdo pela Regra dos

Vamos relembrar o problema proposto no inicio dessa secao: uma cidade
apresenta uma taxa de crescimento populacional f (x)[mil habitantes | ano| em
funggo do tempo x[ano]:

f(x) =200+ "%

A empresa Magazine Sul, com a intengdo de implantar filiais nessa cidade,
necessita conhecer qual sera o crescimento populacional entre 3 e 4,5 anos. Para
isso o lojista Magazine Sul fez uso da integracdo pela Regra dos Trapézios, onde
tempo x varia de 0,5 em 0,5 ano, ou seja, h=0,5ano .

Resolucao:

h=0,5 (ja foi definido no problema)
Assim, calculamos os X,
Xo=a=3;x,=x,+0,5=3,5; x,=x,+0,5=4 e x;=x,=b=4,5

Como f(x) =200+ €™ ¢ uma funcio de taxa de crescimento populacional
e desejamos conhecer a variacdo do crescimento populacional, entdo devemos

calcular Tf(x)dx = 4j‘5(200+ e°’6x)dx.
3 3
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Conhecendo f(x), calculamos f(x,):

i xi f(xi)
0 3 206,05
1 3,5 208,17
2 4 211,02
3 45 214,88

Resolvendo pela forma mais pratica, temos:

X; 7(x) Externos Internos
Externo 3 206,05 206,05
Interno 35 208,17 208,17
Interno 4 211,02 211,02
Externo 4,5 214,88 214,88
)y 420,93 419,19
Y. Externos | Y. Internos

b
If(x)dx = (0,5 Externos + . Internos ) h

4,5
[ (200+€"")atx = (0,5 - 420,93+419,19)0,5

3

4,5

j (200 ¥ e°’6")dx =~ 314,83 mil habitantes
3

Concluimos, deste modo, que a variagcao populacional, entre 3 e 4,5 anos, sera
de aproximadamente 314,83 mil habitantes.
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Para que vocé tenha um maior embasamento, acesse:

<www.dsc.ufcg.edu.br/~cnum/modulos/Modulo?7/integracao.ppt>.
Acesso em: 17 set. 2015.

Pela Regra dos Trapézios, temos:

b

If(x)dxs{0,5[f(x0)+f(xn)]+f(x1)+f(x2)+f(x3)+---+f(xH)}h

a

b

If (x) dx = (O, 5> Externos + Zlnternos) h

a

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Instrucao

Regra dos Trapézios

1.

Competéncia
fundamentos de area

de

Conhecer o Calculo Numeérico

2.

Objetivos

aprendizagem

de

Resolver problemas de integracdo fazendo uso da Regra dos
Trapézios

3.

Conteudos

relacionados

Integragao Numeérica
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4. Descricao da situagdo-
problema

Uma cidade apresenta uma taxa de crescimento de empregos
f (x)[milempregos/ ano] em fungdo do tempo x[ano]:

f(x)= 0,1[)62:23 + 5x]

e

Calcule o numero de empregos criados entre 3 e 5 anos e,
para isso, faca uso da integracao pela Regra dos Trapézios,
onde o tempo x variade 1l em 1 ano, ou seja, h=1ano-

5. Resolugao da situagdo-
problema

Veja que ja foi definido i =1, assim calculamos os x;:

Xo=a=3;x,=x,+1=4ex,=x,=b=5

x*+3 . x
Como f(x)=0,1] —5=+5x| € uma fungéo de taxa de
e

crescimento de empregos e desejamos conhecer o numero
de empregos criados entre 3 e 5 anos, entdo devemos calcular

_[f )dx = j01("e+3+5x} dx

Conhecendo f(x), calculamos f(x;,):

4 X f(xi)
0 3 1,94
1 4 2,26
2 5 2,64

Resolvendo pela forma mais pratica, temos:

ilox | f(x) Externos Internos
Ext | 0 | 3 | 194 194
Int. 1 4 2,26 2,26
Ext | 2 | 5 | 264 264
> 4,58 2,26
Y. Externos | Y, Internos
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b
Jf (x) dx = (0, 52 Externos + Zlnternos) h

a

ex

5 2
j{o,{x :3+5xﬂdx;(0,5.4,58+2,26)1
3

2

: x 43
j 0,1( +5x] dx = 4,55 mil empregos
3

ex—2

Portanto, entre 3 e 5 anos, serdo criados 4,55 mil empregos.

Reforce o seu conhecimento acessando o link a seguir:

<https://www.youtube.com/watch?v=TXdTEo8ogyE> Acesso em: 17
set. 2015.

L 2
Calcule ‘[[x +?;xjdx fazendo uso da integracao pela Regra dos
ol X+

Trapézios para h=0,25.
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1,75

1. Calcule o valor aproximado da I (x ]dx fazendo uso da integracao
1
n =

X
pela Regra dos Trapézios com 5. Depois assinale a alternativa que

contém o valor mais proximo:
a) 3,8.
b) 1,6.
c) 2,9.
d) 0,8.
e) 5,1

1’8[\/;+4x

2. Calcule o valor aproximado da j 5

de fazendo uso da integracdo
X
1,4

pela Regra dos Trapézios com n=35. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) 4,5.
b) 2,1.
c) 3.2.
d) 1,2.
e) 0,3.

3. Calcule o valor aproximado da j
2,2

integracdo pela Regra dos Trapézios com n=6. Depois assinale a
alternativa que contém o valor mais proximo:

a) 5,0.
b) 3,2.
c) 0,9.
d) 1.8.

X

2’8(\/)_( +ln(4x)

de fazendo uso da
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e) 4,1.

X

In(10x)

pela Regra dos Trapézios com h=0,3. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) 11,2.
b) 18,2.
c) 49,2.
d) 40,5.
e) 19,2.

4. Calcule ovaloraproximado da j( )dx fazendo uso daintegracao

7

5

5. Calcule o valor aproximado da I(_Z —2x)dx fazendo uso daintegracao

X
6

pela Regra dos Trapézios com h=0,2. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) - 15,9.
b) + 29,7.
c) +12,9.
d) +1.2.

e) - 12,9.

6. Calcule o valor aproximado da .[( 0 xjdx fazendo uso da
o x’ 05e

integracdo pela Regra dos Trapézios com h=0,2:
¢ (xz +3x-5 -

7. Calcule o valor aproximado da j 1 J dx fazendo uso da
X+

integracado pela Regra dos Trapézios com n=35:
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Secao 4.3

Regra de Simpson

Didlogo aberto

Caro aluno, nessa secdo trataremos da Integracdo Numérica fazendo uso
da Regra de Simpson e para isso desenvolveremos a resolucdo do problema do
crescimento populacional.

Assim como os meétodos apresentados nas secdes 3.1 e 3.2, a Regra de Simpson
€ uma técnica de Integracdo Numerica que permite obter o valor aproximado da

b
integral de uma fungdo f(x), If(x)dx geralmente aplicada quando f(x) &

uma fungdo muito complexa e se torna muito trabalhosa a integracao utilizando os
metodos de Calculo Diferencial e Integral, ou a fungdo € desconhecida.

Para compreender melhor, vamos retomar o problema proposto no inicio dessa
unidade: uma cidade apresenta uma taxa de crescimento populacional f(x)[mil
habitantes | ano] em fungéo do tempo x[ano]:

f(x) =200+ "%

A empresa KLM Veiculos tem a intengcdo de implantar filiais nessa cidade e
necessita conhecer qual sera o crescimento populacional entre 3 e 4,5 anos. Para
isso essa empresa fez uso da integracdo pela Regra de Simpson.

Coloque-se no lugar da KLM Veiculos: o que vocé precisa saber para resolver
esse problema usando calculo numerico e, mais especificamente, a Regra de
Integracdo de Simpson?

Ao final dessa secdo esperamos que voce conclua que para resolver o problema
teremos de conhecer aspectos teoricos relacionados a Integracdo pela Regra de
Simpson.

A seguir veremos a teoria que nos ajudara a entender a técnica comentada.
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Vocé podera encontrar em outras bibliografias a Regra de Integracdo de
Simpson com as seguintes nomenclaturas: Regra de 1/3 de Simpson; Regra de 1/3
de Simpson Repetida. Essa regra utiliza integracao por aproximacdes de pequenos
trechos de curvas por meio de pequenas parabolas conforme Figura 4.2.

Figura 4.2 | Integracédo pela Regra de Simpson

y Arco parabdlico

f(x)
...... Arcos parabélicos

Tn X

Arco parabélico

Arco parabélico

Fonte: O autor (2015).

b
O célculo da integral If(x)dx ¢ definido como a seguir:

h = distanciaentre X, ; e X,, para i=1,2, .., n, onde:

PR AL _b-a
n n

Logo: xy=a: X, =X, +h; x,=x+h; - x, =x,_,+h=0>b

b

If(x)dx;g{f(x0)+f(xn)+4[f(x1)+f(x3)+---+f(xn_l):|+2[f(x2)+f(x4)+---+f(xn_2):|}

a
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Simplificando a escrita, temos:

j.f(x) Eg[zf(xExtremos)+4Zf(xi=jmpar)+2Zf(xi=Par):|

Pela Regra de Simpson, temos:

:i:f(x)dxEg{f(xo)+f(x")+4[f(x1)+f(x3)+---+f(x",l)]+2[f(xz)+f(x4)+---+f(xn,2)]}

Complemente seus estudos acessando o link a sequir:

<http://www.univasf.edu.br/~jorge.cavalcanti/8CN_integracao.pdf>.
Acesso em: 17 set. 2015.

100
X’ +5

3
Calcule I dx fazendo uso daintegracdo pela Regra de Integracdo
1

de Simpson para n=>5.
Resolugdo:

_b-a

Definindo h= , temos:

Integragdo Numérica




Assim:

x,=a=1;

X =x,+h=1+0,4=14;
x,=x,+h=14+0,4=18;

X, =x,+h=18+0,4=2,2;

X, =x,+h=2,2+0,4=2,6;

X, =X;=X,, +h=2,6+0,4=3=0.

100
dx
Se desejamos I entdo f(x)= =s
Conhecendo f(x), calculamos f(x,):
i X, f(x,.)
Extremo 0 1 16,67
Impar 1 14 14,37
Par 2 1.8 12,14
Impar 3 2,2 10,16
Par 4 2,6 8,5
Extremo 5 3 714

Sequindo a formulagao:
if(x)dng{f(xo)+f(xn)+ L7 (0)+ 7 () (o) [+ 20 () + f () ++ £ (3,) ]}

leO szl

X’ +5

(14,37+10,16)+2(12,14+8,5) |

3

1

Veja uma forma mais pratica de efetuar os calculos:
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i | X )| S (Kraremes) f (xi:impar) S (X))
Extremo | O 1 116,67 16,67
Impar 1 |14 1|1437 14,37
Par 2 1811214 12,14
Impar 3 | 2211016 10,16
rar | 4 [26] 85 85
Extremo | 5 3| 714 714
> 2381 24,53 20,64
S S Gt ) | ZF (% ) | 2 (i)
b

[£(@)ae = 2[5 £ (%) 45 £ (3 )+ 257 (30,
3

3
[ 1200 dx50’4(23,81+4-24,53+2-20,64)
XT+5 3

+ 100

[——<ax=21,76

1 X" +5

Vocé esta sendo convidado a resolver a atividade a seguir; veja se entendeu o
que lhe foi apresentado.

X

t 2xe
Calcule I

———dx utilizando a Regra de Simpson para n=4.
> In(3x)

Integragdo Numeérica




Sem medo de errar

Uma cidade apresenta uma taxa de crescimento populacional f(x)[mil ha
bitantes | ano| em funcdo do tempo x[ano]:

f(x) =200+e"*

A empresa KLM Veiculos, com a intencdo de implantar filiais nessa cidade,
necessita conhecer qual sera o crescimento populacional entre 3 e 4,5 anos.
Para isso o lojista KLM Veiculos fez uso da integracao pela Regra de Integracao de
Simpson, onde tempo x varia de 0,5 em 0,5 ano, ou seja, h=0,5ano .

Resolugdo:

h=0,5 (ja foi definido no problema)

Assim, calculamos os X; :

Xo=a=3,x=x,+0,5=3,5, x,=x,+0,5=4 e x;=x,=b=4,5

Como f(x) =200+e"" ¢ uma funcéo de taxa de crescimento populacional
e desejamos conhecer a variacao do crescimento populacional, entao devemos

calcular 4j5f(x)dx = 4j5(200+e0’6x)dx _
3 3

Conhecendo f(x). calculamos f(x,):

Pl ) | S Krens) S (% i) S (Sr)

Extremo 0 3 206,05 206,05
fmpar | 1 | 35 |20817 208,17
Par ) 4 | 211,02 211,02
Extremo 3 45 214,88 214,88
> 420,93 208,17 211,02

2 pnee) | ZF (%) | ZS Cr)

Integragédo Numérica



Resolvendo pela forma mais pratica:

[f ()= g[Zf(xEmmh 45 S (% )+ 22 f () |

45
[ (200+¢%)ds = 0;5 (420,93+4 - 208,17 +2 - 211,02)

3

4,5

I (200 +e"% )dx =~ 279,28 mil habitantes
3

Concluimos que a variacdo populacional, entre 3 e 4,5 anos, sera de
aproximadamente 279,28 mil habitantes.

Para que vocé tenha um maior embasamento, acesse:

<http://www.facom.ufms.br/~montera/integracao_parte2.pdf>.
Acesso em: 18 set. 2015.

Pela Regra de Integracao de Simpson, temos:
If(x)dxEg{f(x0)+f(xn)+4[f(x1)+f(x3)+---+f(xn_l):I+2|:f(x2)+f(x4)+-~-+f(xn_2)]}
b

[ () = 35 () A (5} 4251 (5 )]

a

Integragdo Numeérica




Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas

situacOes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Regra de Simpson

1 Competéncia de

. Conhecer o Célculo Numérico
fundamentos de area

2. Objetivos de | Resolver problemas de integracdo fazendo uso da Regra de
aprendizagem Integracdo de Simpson

3.Conteudosrelacionados | Integragcdo Numeérica

Uma cidade apresenta uma taxa de crescimento de empregos

S (x)[mil empregos /ano] em fungdo do tempo x[ano]:

X' +3
4. Descricdo da situacdo- f(x)=0,1[ R
problema

Calcule numero de empregos criados entre 3 e 5 anos e,

para isso, fagca uso da integragao pela Regra de Integragao de
Simpson, onde tempo x varia de 1 em 1 ano, ou seja, h=1 ano.

Veja que ja foi definido h =1, assim calculamos os X,

xo=a=3. x,=xy,+1=4ex,=x,=b=5

2
Como f(x):O,l[);—-_?+5x] ¢ uma funcdo de taxa de

crescimento de empregos e desejamos conhecer o nimero
de empregos criados entre 3 e 5 anos, entdo devemos calcular

5. Resolugdo da situagdo- jf(x)dx=j' 0,1["2 +3+5xj &
problema 3 3 e’

Conhecendo f(x). calculamos f(x;):

I xi f(xi)
0 3 1,94
1 4 2,26
2 5 2,64

Resolvendo pela forma mais pratica, temos:
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l xi f (xi) f (xExtremos ) f (xi=fmpar )
Ext. | O] 3| 194 1,94
impar| 1| 4| 226 2,26
Ext. | 2|5 264 2,64
) 4,58 2,26
Z f (xExtremos ) Z f (xizfmpar )

17/(6)ee = 2[5 1 (S 45 £ (31 ) 25 (1)

5 2

I[O,l(x :23 +5xﬂdxz%(4,58+4 . 2,26+2.0)
e

3

5 2
I[O,l(x :23 + SxH dx = 4,54 mil empregos
e
3

Portanto, entre 3 e 5 anos, serdo criados 4,54 mil empregos.

Reforce o seu conhecimento acessando o link a sequir:

<http://www.inf.ufpr.br/silvia/numerico/VI2 pdf>. Acesso em: 18 set. 2015.

of x2+3x , .
Calcule I 1 dx fazendo uso da integracdo pela Regra de
X

0

Simpson para 7=0,25.
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1,75 2
1. Calcule o valor aproximado da I [x 2+3x
X +1

1

pela Regra de Simpson com n=5. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) 3.8.
b) 6.0.
c) 3,9.
d) 0,2.
e) 1.4.

jdx fazendo uso daintegracao

Jx +4x

2

1,8
2. Calcule o valor aproximado da J{ jdx fazendo uso da integracao
1.4

pela Regra de Simpson com n=5. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) 11
b) 3.1.
c) 0,2.
d) 4,2.
e) 0,1.

3. Calcule o valor aproximado da I

22 X

28 [ Jx +n (4x)

de fazendo uso da

integragao pela Regra de Simpson com n=6. Depois assinale a alternativa
que contém o valor mais proximo:

a)7.2.
b) 2,2.
c) 3.9.
d) 0,8.
e) 4,1
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5,5 X
4, Calcule ovaloraproximado da I ° dx fazendo uso da integracao
2 1n(10x)

pela Regra de Simpson com h=0,3. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) 21,2.
b) 28,1.
c) 39,7.
d) 10,5.
e) 43,6.

7
5
5. Calcule o valor aproximado da j(—Z - Zdex fazendo uso da integracéo
X
6

pela Regra de Simpson com h=0,2. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) - 51,9.
b) + 92,7.
c) +12,9.
d) - 12,6.
e) - 21,9.

&_ X
x*  0,5¢"
integragdo pela Regra de Simpson com A=0,2:

13
6. Calcule o valor aproximado da I( jdx fazendo uso da
0,5

7 2 _
7. Calcule o valor aproximado da I[iﬁS
X+

5
integracdo pela Regra de Simpson com n=35:

-1
J dx fazendo uso da
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Secao 4.4

Estudo dos erros na integracao numérica

Dialogo aberto

Caroaluno, nessa secao trataremos do Estudo dos Erros na Integracdo Numeérica
pela Regra dos Trapézios e pela Regra de Simpson e, para isso, desenvolveremaos a
resolucdo do problema do crescimento populacional.

Vimos nas secdes 4.1, 4.2 e 4.3 que a Integracdo Numeérica nos fornece um
valor aproximado do valor real, cuja obtencao demandaria técnicas do Calculo
Diferencial e Integral. Pelo fato de obtermos uma aproximacao, faz-se necessario
esse estudo dos erros.

Para compreender melhor, vamos retomar o problema proposto no inicio dessa
unidade: uma cidade apresenta uma taxa de crescimento populacional f(x)[mil
habitantes/ano] em funcao do tempo x[ano]:

f(x) =200+ "

As empresas Magazine Sul e KLM Veiculos, com o objetivo de instalarem filiais
na cidade, estimaram a partir das informacgdes anteriores a variacdo de habitantes
entre 3 e 4,5 anos, sendo gue a primeira utilizou integracdo numeérica pela Regra
dos Trapézios e a segunda integracao numeérica pela Regra de Simpson. A prefeitura
local, por sua vez, ira apresentar o Estudo do Erro nas estimativas feitas por essas
duas empresas.

Cologue-se no lugar do funcionario da prefeitura designado para realizar esse
estudo: 0 que vocé precisa saber para resolver esse problema usando calculo
numerico e, mais especificamente, do Estudo do Erro na Integracao Numeérica
pela Regra dos Trapézios e pela Regra de Simpson?

Ao final dessa secdo esperamos que vocé conclua que para resolver o problema
teremos de conhecer aspectos tedricos relacionados ao Estudo do Erro e aqueles
relativos a Integracao Numeérica pela Regra dos Trapézios e pela Regra de Simpson.

A sequir veremos a teoria que nos ajudara a entender a técnica comentada.
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Nao pode faltar

Na area de calculo numeérico, o erro cometido ao aplicar determinada técnica
pode ser definido simplificadamente como a diferenca entre o valor exato e o valor
aproximado. Desse mesmo modo, também definimos o erro na integragao numerica,
Ou seja, a diferenca entre o valor exato da integral e o valor obtido por aproximacao.

Veja a seguir como realizar uma estimativa do erro cometido ao aproximar a
integral de uma fungcdo em certo intervalo utilizando a Regra dos Trapézios e a
Regra de Simpson.

Estudo do Erro na Integracdo pela Regra dos Trapézios

Na Figura 4.3 ¢ apresentada uma fungdo f(x) particular e uma aproximagéo
b

para If(x)dx utilizando a Regra dos Trapézios com n=4 e h= (b —a)/n, onde

x,=aex,=b.

b
Figura 4.3 | Aproximacao para If(x)dx pela Regra dos Trapézios

4 [Area As

¢ SErro Er

0 I3

Fonte: O autor (2015).

Observe que a aproximacdo para a integral € 4,, valor correspondente a area
cinza indicada na figura. Veja também que o erro E, cometido ao utilizar essa técnica
esta representado pela area hachurada e, aléem disso, o definimos como a seguir:

E, :if(x)dx—AT
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Para qualquer quantidade n de subintervalos em que [a,b] € dividido, a
interpretacao geometrica do erro € a mesma. Deste modo, para n subintervalos,
utilizando técnicas do calculo diferencial e integral, pode ser demonstrado que
uma estimativa para o erro ilustrado anteriormente € dada pela expressao a sequir:

h2 4 n
5, <1 (5, ) e ()

,xOSxan}

Onde h =(b—a)/n, x,=a,x,=b emdx{|f"(x)|, X, <x< xn} & 0 Maximo
valor absoluto da segunda derivada de f(x) calculada para os valores de x envolvidos
na integracao, ou seja, X, < X < xn} (SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003).

Estudo do Erro na Integracao pela Regra de Simpson

Na Figura 4.4 é apresentada uma fungdo f(x) particular e uma aproximagéo
b
para If(x)dx utilizando a Regra de Simpson com n=4 e h= (b—a)/n, onde

X,=aex,=b.

b
Figura 4.4 | Aproximacao para Jf(x)dx pela Regra de Simpson

y

[ Area Ag o

SErro Eg

0

Arcos parabdlicos

Fonte: O autor (2015).

As observacdes acerca da Figura 4.4 sao muito semelhantes as feitas a respeito do
erro da integracao realizada pela Regra dos Trapézios, mas vale a pena reafirmarmos:
a aproximagdo para a integral € A, valor correspondente a area cinza indicada na
figura. Vejatambem que o erro Ey cometido ao utilizar essa técnica esta representado
pela area hachurada e, além disso, o definimos como a segquir:
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b

Es = If(x)dx—AS

a

Para qualquer quantidade n de subintervalos em que [a,b] € dividido, a
interpretacao geomeétrica do erro € a mesma. Deste modo, para n subintervalos,
utilizando técnicas do calculo diferencial e integral, pode ser demonstrado que
uma estimativa para o erro ilustrado anteriormente € dada pela expressdo a sequir:

B <2 (5, =) | 77 ()

, X, <x<x
180 0 ”}

Onde h=(b-a)/n, x,=a, x,=b e mdx{|fW(x), xOSxan} é o

maximo valor absoluto da quarta derivada de f(x) calculada para os valores de x

envolvidos na integragao, ou seja, X, < x < xn} (SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003).

Simplificacdes

Observe que as expressdes descritas para a estimativa do erro, tanto para a
Regra dos Trapezios quanto para a Regra de Simpson, demandam o conhecimento
do maximo valor absoluto de uma derivada de f no intervalo de integragao, sendo
que no caso da Regra dos Trapézios € a segunda derivada e no caso da Regra de
Simpson é a quarta derivada.

Na pratica, mdx{|f"(x)
mdx{|f"(x,.) , i=0,1,...,n} e mdx{|f”/ (x)
mdx{|f"’ (x,)

, X Sx< xn} e estimado por

) xOSxan} € estimado por

, 1= 0,1,...,n} . Calculadas essas estimativas, temos:

2

|ET| E—2~(xn —x0)~ mdx{|f"(x,.)

, i=(L1r.ﬂn}

|ES|E—-(xn —xo)-mdx{|fW (x,.)

,i=0J,.ﬂn}

%’" Assimile

 Estimativa do Erro na Integracao pela Regra dos Trapézios:
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h2
|ET| ;E-(xn —xO)- mdx{|f"(xi)

, i=o,1,...,n}

 Estimativa do Erro na Integracao pela Regra de Simpson:

h4
|ES|E@-()C"—xO)-mdx{|fW(xi)

,i=o,1,...,n}

Complemente seus estudos tedricos acerca dos erros na integracdo
numerica acessando o link a seguir:

<http://www.cin.ufpe.br/~if215/slides/2014-1/Aula_22-1_-_Calculo_
Numerico_-_Cap_6_-_Integracao_Numerica_-_Erros.pdf>.  Acesso
em: 20 set. 2015.

Tendo visto alguns aspectos tedricos acerca da estimativa dos erros na
integracao pela Regra dos Trapézios e pela Regra de Simpson, veja um exemplo
para fixar melhor os conceitos.

4
Dada J.SQ/;dx calcule o erro se a integracao for realizada pela Regra

2
dos Trapézios e pela Regra de Simpson, ambas com n=2.

Resolucdo:

b—a

Definindo h=

, COmMo visto nas secdes 4.1, 4.2 e 4.3, temos:

_b-a 4-2
n 2

n

h 1
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Assim:
X, =a=2;

X=Xy +h=2+1=3;

X, =X, =X, , +th=x+h=3+1=4=0.

x() xl x2

x 2 3 4

Erro na integracdo pela Regra dos Trapézios

4
Como IS%/;dx entdo f(x) =53x =5x"
2

. 5 -2 " =_& -5/3
J()=3x2 Srx)=g
Xo Bl X
X 2 3 4

f"(x) | -035 | -018 011

mdx{|f"(xi)

,i=0,1,...,n} =0,35

2

h , " .
|ET| EE.(xn —xo)-max{|f (xi) , 1 =0,1,...,n}
12
[Er|= = +(4-2)-0,35-0,0583
Erro na integracdo pela Regra de Simpson
4
Como 153/;6176 entso f(x)= 53/x =5x"
2
' _2 -2/3 " :_E —-5/3 m :ﬂ -8/3
f(x)—3x f (x) 9x f (x) 27x
w __@ ~11/3
A T
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X, X X,
x 2 3 4
" (x) | -039 | -009 | -0,03

max (| (x,). i=0,1,...,n} - 0,39

h* , .
|Es|5@‘(xn—XO)-mQX{|fIV(x,-) , 1 20,1,...,7’1}
14
E|l=——:4-2)-0,39=0,0043

5

Dada Jln(1+2x)dx, calcule o erro se a integracao for realizada pela
3

Regra dos Trapézios e pela Regra de Simpson, ambas com £=0,5.

Vamos relembrar o problema proposto no inicio da secao: uma cidade
apresenta uma taxa de crescimento populacional f(x)[mil habitantes/ano] em
funcao do tempo x[ano]:

f(x)=200+e""

As empresas Magazine Sul e KLM Veiculos, com o objetivo de instalarem filiais
na cidade, estimaram a partir das informacdes anteriores a variacao de habitantes
entre 3 e 4,5 anos, sendo que a primeira utilizou integragdo numeérica pela Regra
dos Trapézios e a sequnda integracdo numeérica pela Regra de Simpson. A prefeitura
local, por sua vez, ird apresentar o Estudo do Erro nas estimativas feitas por essas
duas empresas.

Coloque-se no lugar do funcionario da prefeitura designado para a tarefa e faca
a estimativa dos erros.
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Resolucao:
h=0,5 (ja foi definido no problema)
Assim, calculamos os X;:

Xo=a=3;x=x,+0,5=3,5, x,=x,+0,5=4 e x;=x,=b=4,5

Lembre-se que os lojistas Magazine Sul e KLM Veiculos estimaram a variagao

4,5

4,5
do crescimento populacional estimando o valor da If(x)dx = J‘(200+e°’6")dx.
3 3

Logo, a fungdo em questio é f(x) =200+ ™. Com base nisso, estimamos os

erros em cada caso, Como a sequir:

» Erro na integracao pela Regra dos Trapézios

Como f(x) =200+ "%, temos:

f(x)=0,6¢"*" £"(x)=0,36e""
xO xl xz x3
X 3 3,5 4 4,5
f'(x) | 218 | 294 | 397 | 536

mdx{|f"(x,.)

, i=o,1,...,n} =5,36

h’ , " .
N R R TAC =0,1,...,n}
0.5 o
|ET| = D -(4,5—3)-5,36 = 0,17 mil habitantes

» Erro na integracao pela Regra de Simpson

Como f(x) =200+ "%, temos:
/'(x)=0,6¢"" 7"(x)=0,36e"" 7"(x)=0,216"*

17 (x)=0,1296¢"
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Xy xl X, X,
x 3 35 4 45
M(x) | 078 1,06 143 1,93

max (| £ (x,)]. i =0,1,...,n}=1,93

4

h ,
|ES|E@°()C,, —xo).max{|fW (x,)

,i:o,l,...,n}

0,5
180

|ES| = -(4, 5— 3) -1,93 = 0,001 mil habitantes

Para que vocé tenha um maior embasamento, acesse:

<http://www.math.ist.utl.pt/~calves/cursos/RTrap.HTM>. Acesso em:
20 set. 2015.

Para revisar as regras de derivagao acesse:

<https://www.youtube.com/watch?v=zpl_Tc6fmCY>. Acesso em: 20
set. 2015.

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas
situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois
compare-as com a de seus colegas.

Estudo dos Erros na Integragcdo Numérica

1. Competéncia de

. Conhecer o Calculo Numérico
fundamentos de area
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2. Objetivos de
aprendizagem

Resolver problemas de integracdo fazendo uso de técnicas
numericas

3. Conteudosrelacionados

Estudo dos Erros na Integracdo Numérica

4. Descricao da situagao-
problema

Uma metropole apresenta uma taxa de crescimento de
profissionais com escolaridade equivalente ao nivel superior
completo dada por f (x)[mil profissionais / ano] em fungdo
do tempo x[ano]:

f(x)=0,1(x3 —\/)75)

Calcule o erro na estimativa do numero de profissionais
com escolaridade equivalente ao nivel superior completo
entre 2 e 5 anos, quando utilizada a integracdo pela Regra
dos Trapézios e pela Regra de Simpson, onde o tempo x
varia de 1 em 1 ano, ou seja, h=1lano .

5. Resolucdo da situacdo-
problema

Veja que ja foi definido A=1, assim x;:

Xp=a=2; X, =x,+1=3; x,=x+1=4 e

Como f(x)=0,1(x3—\/x75) ¢ uma funcdo de taxa de

crescimento de profissionais com escolaridade equivalente
ao nivel superior completo e desejamos conhecer © numero
de profissionais com escolaridade equivalente ao nivel
superior completo entre 2 e 5 anos, entdo devemos calcular

5 5
jf(x)dx = j[o,l(;ﬁ —JxT)]dx Calculemos entdo o erro:
2 2

Erro na integracao pela Regra dos Trapézios

3
f(x)=0,3x" —Oé—st £"(x)=0,6x-0,375x"
Xy X X, X3
x 2 3 4 5
7"(x) 0,67 115 165 216
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9

max{|f"(x,)], 1=0.L....n} =2,16

h2 4 "
|ET| = E-(xn —xo)-max{|f (xi)

, i=o,1,...,n}

2
|E;|= 11—2 -(5-2)-2,16 = 0,54 mil profissionais

Portanto, o errodevido a integracao pela Regra dos Trapézios
serd 0,54 mil profissionais, ou seja, 540 profissionais.

Erro na integracao pela Regra de Simpson

f'(x)z 0,3x7 —%xm f"(x) =0, 6x—1275x”2
. L5 L5
—0,6—22 x 12 V()= 22 0
f=06-"2 77 (x) =3
xO x] x2 x3
X 2 3 4 5

f"(x)| 003 | 002 | o001 | 001

max{|f" (x,)), i =0,1,...,n} =0,03

h4
E=—0-
[Es|= 20
4
E 51—- 5-2)-0,03=0,0005 mil profissionais
17180

(3, = x0) maix{| £ ()], i =0,L,...,n}

Portanto, o erro devido a integracao pela Regra de Simpson
sera 0,0005 mil profissionais, ou seja, aproximadamente 1
profissional.

6
Dada J[{/;+ln(x)]dx, calcule o erro se a integracdo for realizada pela
3

Regra dos Trapézios e pela Regra de Simpson, ambas com A =0,25.
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4
1. Dada I}I:e' +ln(t)—10]dt, calcule o erro aproximado se a integracao for
1

realizada pela Regra dos Trapézios com n = 4. Depois assinale a alternativa
que contém o valor mais proximo:

a) 3,0.
b)7.7.
c) 12,3.
d) 4,4.
e) 0,0.

5

2. Dada J“[e’ +ln(t)—10]dt, calcule o erro se a integracao for realizada
1

pela Regra de Simpson com n = 5. Depois assinale a alternativa que

contém o valor mais proximo:

a) 0,1
b) 12.
c) 3,2.
d) 5,4.
e) 2,9.

6
3. Dada I(xZ— 2x78 +5)dx calcule o erro aproximado se a integragao for
2
realizada pela Regra de Simpson com n = 5. Depois assinale a alternativa
que contém o valor mais proximo:

a) 4,32.
b) 5.43.
c) 7.47.
d) 3,92.
e) 0,01.
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6

4. Dada j(xz —2x7%? +5)dx calcule o erro se a integracao for realizada

2
pela Regra dos Trapézios com h = 0,4. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo:

a) 6,7.
b) 1,6.
c) 2,8.
d) 0.1.
e) 4,1

L

3
5. Dada I({’/Zx)dx, calcule o erro aproximado se a integracao for realizada
1

3

pela Regra dos Trapézios com h = 0,8. Depois assinale a alternativa que
contém o valor mais proximo: (Nesta atividade estamos trabalhando com
fracdo mista, sendo que os limites de integracao e as alternativas também
estdo escritas dessa forma)

7
a) 10—,
) 8

6

6. Dada I(lnx)dx, calcule o erro aproximado se a integragao for realizada
1

pela Regra de Simpson com h = 1,25:

6,1
7. Dada I(e‘o’lxz)dx, calcule o erro aproximado se a integracao for
1

realizada pela Regra dos Trapézios com n = 3:
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